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La Teoria de Opciones tiene una larga
historia: El primer estudio cientifico fue realiza-
do en 1900 por el Francés Louis Bachelier, que
fue el pionero en la teoria de los Procesos
Estocasticos, pero su trabajo permanecié olvi-
dado por los economistas y profesores de Fi-
nanzas durante mas de 50 afos. Poco después
de Bachelier, Einstein también trabajo con pro-
cesos estocasticos en la formulacién del movi-
miento Browniano. En los aios setenta, muchos
estudiosos trataron de hallar una férmula para
valorar las opciones aunque con un éxito par-
cial. Por ejemplo Williams Sharpe desarrollé un
método muy sencillo y simple denominado Mé-
todo Binomial siendo el pionero en desarrollar
una metodologia que no aplicaba los modelos
estocasticos complejos en la valoracion de op-
ciones (anos mas tarde (1990) Sharpe obtiene
el Premio Nobel de Economia). Anteriormente
hubo muchos intentos en desarrollar una meto-
dologia mas compleja que permitiera una valo-
racidn del precio de las opciones con menor
incertidumbre, hasta que Fischer Black y Myron
Scholes publicaron un articulo en Mayo de 1973
en la revista The Journal of Political Economy,
titulado "The Pricing of Options and Corporate
Liabilities". La féormula elaborada por estos eco-
nomistas Norteamericanos permitié cambiar la
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dindmica del mercado de derivados financieros
Yy asuvez, permitié a Myron Scholes obtener el
Premio Nobel de Economia de 1997. Expertos
sostienen que la férmula al dar un valor mas
acertado a estos instrumentos y al estar incor-
poradas en todas las calculadoras de los ope-
radores e inversionistas en el mundo, ha origi-
nado un explosivo crecimiento del mercado de
los futuros y opciones, los cuales se transan
varios miles de millones de délares en el mun-
do. Esto ocurrié producto que dicho articulo ori-
gin6 una explosion de trabajos que utilizan la
teoria propuesta para valorar opciones mas
complicadas, otros instrumentos financieros, y
para resolver muchos otros problemas.

El presente articulo pretende mostrar que
los trabajos de Sharpe y Scholes pueden con-
verger a una misma solucion llegando de esta
forma a la famosa ecuacion publicada por pri-
mera vez en The Journal of Political Economy
en 1973. Por otra parte, este articulo también
pretende mostrar la importancia que tienen las
matematicas en el desarrollo de los modelos
econdmicos, por-lo cual sugerimos al lector
hacerse de una dosis de calma y paciencia, de

otro modo sera dificil que pueda seguir la de-
mostracion.
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Descripcion de una Opcién de Compra

La Adquisicién de una opcién de compra
(call) sobre un determinado bien concede al po-
seedor de este instrumento el derecho a com-
prar el bien a un precio fijo a quien le vendio la
call, ya sea en una fecha predeterminada o
antes de la misma en algunos casos. Aquellas
opciones que pueden ser ejercidas solo en el
vencimiento reciben el nombre de opciones Eu-
ropeas, pero si pueden ejercerse antes de di-
cha fecha se denominan opciones Americanas.
La fecha fijada como limite para ejercer el de-
recho, es conocida como fecha de expiracion o
vencimiento y el precio que el comprador de la
call le exigira al vendedor del instrumento se
denomina precio de ejercicio o strike price.

Evidentemente al comprador de una call
le agradara que el mercado tenga precios del
bien por sobre el strike price pactado con el
vendedor en la fecha de expiracién de la call,
ya que de esta forma estara comprando un bien
barato con relacién al mercado, es decir obten-
dra beneficios. En el caso contrario en que el
precio del mercado sea menor al strike price
pactado con el vendedor, entonces el compra-
dor no hara uso de la call (opcion de compra) y
comprara el bien en el mercado, la pérdida que
tendra en esta operacién el comprador es el
valor que pago por la call, comiunmente deno-
minado prima.

Si el comprador de una call se encuentra
en una situacion favorable en la fecha de expi-
racion de la call, es decir el precio del mercado
es mayor al strike price, entonces el vendedor
debera desembolsar la diferencia entre el pre-
cio del mercado y el strike price al poseedor de
la call. Dicha obligacion es controlada por una
camara de compensacion que resguarda el
cumplimiento de las obligaciones de los com-
pradores y vendedores a través de la exigencia
de garantias a ambos participantes, de esta
forma se puede decir que estos instrumentos
presentan una gran liquidez. Otro atractivo que
tiene esta operacion es el alto apalancamiento
que proporciona al comprador, puesto que pue-
de obtener grandes ganancias con pequenos
desembolsos iniciales.
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Dependiendo del activo objeto, sobre el
cual se basan las opciones, estas pueden ser:

Opciones sobre activos fisicos ("commodities")
Opciones sobre instrumentos financieros
Opciones sobre acciones

Opciones sobre indices de acciones
Opciones sobre bonos (tasas de interés)
Opciones sobre monedas extranjeras
Opciones sobre contratos de futuros

Valoracion de un Opcion de Compra sobre
acciones

Supongamos que se emitird una opcién
de compra sobre una acciéon que actualmente
tiene un precio S, y la expiracion sera en 1 pe-
riodo. El modelo binomial considera que el va-
lor de la accion al final del periodo tiene dos
posibilidades uS y dS Con u > d) tal como lo
muestra la siguiente figura:

Periodo 0 Periodo 1
sU

S
ds

Suponiendo esas condiciones para el
activo subyacente, entonces la call puede to-
mar igualmente dos valores al término del pe-
riodo, tal como lo muestra la siguiente figura.

Max(0,uS - K) = C,
Max(0,dS - K) = C,

K: Precio de ejercicio del activo subyacente (en
el caso es la accion que se transa en la op-
cion).
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Periodo O

e
\

Periodo 1
Max(0,uS - K) =C,

Max(0,dS - K) = C,

La pregunta que hay que formularse es
¢ Cuanto es el valor de la opcién en el inicio del
periodo?, Es decir ¢Cuénto es el valor de C?.

Para solucionar este problema se deter-
mina un portfolio compuesto por una calidad X
de un instrumento riesgoso y un instrumento
libre de riesgo. Para tal efecto se elige, el pro-
pio activo subyacente (la accion) y bonos libre
deriesgo. Es decir el portfolio tendra la siguiente
estructura: xS + B

Establecemos como requisito a este
portfolio, que tenga los mismos flujos de caja
que la call, de esta forma se podra saber qué
cantidad del activo riesgoso y sin riesgo debe
tener el portfolio. Para tal efecto, considerare-
mos que el activo sin riesgo tiene una rentabili-
dad r en el periodo.

Matematicamente este problema se so-
luciona con las siguientes ecuaciones.

XuS + B =Cu
XdS +rB=Cd

La solucién a esta ecuacion se obtienen
los siguientes valores para Xy B:

C,-C)
X=

(u-d)s

(Cu - Ccl)
B —

(u-djr

Como no puede ver arbitraje en la venta
de la call, entonces el valor de la opcion (C) al
inicio del periodo, no puede ser superior ni in-
ferior al portfolio definido, ya que de otra forma

permitiria obtener ganancias sin riesgo a unin-
versionista comprando el instrumento mas ba-
rato y vendiendo el instrumento méas caro. Es
decir el modelo de valoracién de opciones es
un modelo de arbitraje y no de equilibrio de ries-
go.

De esta forma el valor de la opcién es
facil conocer ‘

C=xS+8B

1 | (r-d) (u-r
C + C

Flu-d) ° (@u-d

d

Si hacemos
(r-d)
(u-d

Entonces

C= (%) [PC, + (1 —p)C

Ec. 1

. De otro modo, el valor de una call para
un inversionista sin riesgo es el valor actual neto
de un instrumento financiero que produce un

flujo Cu con probabilidad p, y Cd con un -
babilidad (1-p). 2 pre

Método Binomial para 2 periodos

Evidentemente describir el comporta-
miento del precio de una call suponiendo que
en el intervalo de tiempo en que expira la op-
cion el activo subyacente presenta sélo una mo-
dificacion es un escenario poco realista. De esta
forma cuanto mayor sea el nimero de divisio-
nes del intervalo de tiempo de expiracion de la
call mas realista sera el valor determinado para
ésta. Para explicar la valorizacion de |a call para
2 periodos se aplica la misma metodologia para
un periodo, con la. diferencia que el intervalo
esta dividido en 2 periodo Yy NO en uno.

El esquema siguiente muestra la varia-

"
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cién que puede experimentar el precio del acti-
vo subyacente y la call respectivamente.

Periodo 0 Periodo 1
Suu
Su
s < Sud
Sd
Sdd
Periodo 0 Periodo 1

Cuu

Cu
c < Cud
Cd
Cuu = Max(0, u?S - K)

Cud = Max(0, udS - K)
Cdd = Max(0, dS - K)

AYANAVA

Cdd

Si se aplica la misma metodologia utili-
zada en el célculo del precio con un periodo se
obtiene:

1 [Cuu - Cud]
CU=(T-) [pCuu+(1 -p)Cud] Xu= m

1 [Cdu - Cdd]
Cd=(T)[pCdu+(1 -p)Cdd] Xd = m

1 [Cu - Cd]
C= (r—) [pCu+(1-p)Cd] X= —[(u—d)S_]—

Xu representa la cantidad de acciones
riesgosas que se deben comprar al final del pri-
mer periodo para formar un portfolio que tenga
los mismos flujos que la call. Esto es en el caso
gue el precio del activo subyacente aumentara
en el primer periodo.

Xes la cantidad de acciones riesgosa que
se deben comprar al inicio del primer periodo
para formar un portfolio con que tenga los mis-
mos flujos que la call al final del primer periodo.

De esta forma el valor de la call que debe
tomar al inicio del primer periodo resulta consi-
derando los valores de Cu y Cd, e introducién-
dola en la Ec. 1.

1
C =(—)[p?Cuu + 2p(1 - p)Cud + (1 - p)Cdd]
r

Esta ecuacion se modificara para obte-
ner una ecuacién que permita facilmente deter-
minar el valor de una call en n periodo

12 2
c=(=)s——wu-pric,
r2oEo 2 -

Cj es el valor que tomara la call luego
que el activo subyacente tenga j subidas de
precio y (2—j) bajadas.

Como se mencioné anteriormente el
modelo de valoracién se perfecciona’conside-
rando una mayor divisién en periodo del tiem-
po que transcurre en expirar la call. De esta for-
ma se dividira el tiempo total en n periodos, para
el cual el valor de la call queda expresado de la
siguiente forma.

1\ nl ‘
c=(=)s— "t -pmic
o i n - )t

Por otra parte, transcurridos n movimien-
tos de precios Cj toma el siguiente valor:

Cj = Max(0, uid™S - k)

Evidentemente Cj tomara valores positi-
vos mayores a 0 después de cierta cantidad de
movimientos ascendentes del precio del activo
subyacente, valor que denominaremos z.

Utilizando la siguiente ecuacién se de-
termina el menor valor para z.
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uxdn-x S - k

Aplicando logaritmos arroja el siguiente
valor para X:

[ -
K
Ln ( )
| sd
X = —= _
u
Ln (—)
d
Luego
Z= “X||+1

De esta forma la call tendra un valor po-
sitivo cuando se produzcan una cantidad de mo-
vimientos ascendentes mayores a Z, en caso
contrario los Cj tomaran un valor de 0.

1y n! o
C= (—) 2= [p’(1 - p)™)(uid™iS-K)
oz jin - )

¢ = () 5——p¥1 - prriues
m/ 5 jin - !

Ky = n!
-(2)3——wwr-pr1

= ojin - j)!

Separando esta Ultima ecuacion en dos
sumando resulta lo siguiente:

Para continuar con la demostracion se
recordara que una distribucién binomial tiene
la siguiente forma:

n n!
Bin(z;n;p) = 3 [P’(1 - p)™
it
Introduciendo la distribucion binomial en
la expresién del valor de C se tiene:

K
C = Sbin(z;n;p*) + ( )Bin(z;n;p)
rl"l
Ec.2
Donde
(r-d)
p =
(u-d)
u
p*=——mop
r
z=||x||+1
l
n( Sor )
X=
|n(L)

Aplicando un poco de Algebra y utilizan-
do el teorema Central del Limite en la ec.2 per-
miten demostrar que cuando n tiende a infinito

el valor de la opcién cambia a la siguiente ex-
presion:

Ec.3
K
C = SN(y) - ——N(y - V)
rl
siendo
In( ° )
n_
Kr 1
y= —— 4+ — oVt
ovi 2

N(y) es probabilidad acumulada hasta el
valor y de una distribucién normal con media o
y desviacion estandar 1.

La ecuacioén 2 fue determinada por
Williams Sharpe 'y la ecuacién 3 determinada
por los profesores Fisher Black y Myron
Scholes. Ambos modelos para valorizar opcio-

]
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nes consideran los mismos supuestos, la dife-
rencia se encuentra en la distribucion de pro-
babilidades que le asignan al precio del activo
subyacente. Sharpe considerd una distribucion
binomial mientras que Black y Scholes consi-
deraron una distribucion normal, y evidentemen-
te al dividir el tiempo de expiracién de la call en
infinitos periodos ambas soluciones convergen,
como se pudo demostrar en este articulo. Se

debe mencionar también que la férmula de
Black y Scholes no es una derivacién del méto-
do binomial, ya que para su desarrollo se utili-
Z0 un camino mas complejo como es la formu-
lacién de un modelo estocastico. Pero aplican-
do el Teorema del Limite Central evidentemen-
te se llega al mismo resultado obtenido por el
modelo binomial.
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