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Resumen

En este articulo hacemos una extension de la distribucion Epsilon- Skew-Normal estudiada por
Mudholkar y Hutson (2000), para esto introducimos un nuevo parametro el cual hace mas flexible
la asimetria de esta distribucion. Esta nueva extensidon genera distribuciones unimodales vy
bimodales dependiendo del signo del nuevo parametro. Estudiamos las propiedades basicas de esta
nueva familia de distribuciones, a si como su representacion estocastica y momentos.

Palabras claves: Asimetria, Distribucién Epsilon — Skew - Normal, Kurtosis.

Abstract

In this article we make an extension of the distribution Epsilon- Skew-Normal studied by Mudholkar
and Hutson (2000), for this we introduce a new parameter which makes the asymmetry more
flexible of the distribution. This new extension generates unimodales and bimodales distributions
depending on the sign of the new parameter. We studied the basic properties of this new family of
distributions, to if like its stochastic representation and moments.

Key words: Epsilon-Skew-Normal Distribution; Kurtosis; Skewness.
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1. Introduccion.

Mudholkar y Hutson (2000) introducen
la familia de distribuciones Epsilon-Skew-

Normal {ESN(¢);|¢|<1} con pardmetro de
asimetria, de modo que ESN(O) sea la
distribucién normal estandar:

Es decir XDESN( £ ) y su densidad es:

0 0 x O .
090 g si x<0
. 0 0d+e)d
flx|e)=10 [1]
0 0 x [0 .
/A g si x20
i

(I-¢)0

Donde ¢ es la densidad normal estandar.
Algunas propiedades de esta densidad son:

-4¢ - 2
E[X]:ﬁ 0 2= Var(x)= OT2BETT 8;} o [2]
2\/5%(571—16)[;2—7{5
/31: 3 3
E(3n-8)D€2+né 2 [3]
g _asn 2+ 16m-192) 2+ 10m 3 - ) 2+ 3n 2
2 for -9z enf 2 [4]

Donde 8, , #. son los coeficientes de
asimetria y kurtosis respectivamente.
De [3] y [4] se tiene que

-0.9953< \Jf, < 0.9953 [5]
3.0000< B, < 3.8692

Recientemente, Arellano-Valle, Gémez
y Quintana (2005) extienden esta familia a
una clase general de distribuciones
asimétricas, donde dan especial atencion a la
distribucién Epsilon-Skew-Exponencial-
Potencia.

En este articulo formulamos una
extension de la distribucion Epsilon- Skew-
normal, que hace mas flexible la asimetria de
esta densidad. Una consecuencia importante
que obtenemos con esta extensién es que se
construye un modelo bimodal asimétrico, es

decir, se tiene una extension del modelo
generado por una mezcla de normales.

El articulo se desarrolla de la siguiente
manera, en la seccibn 2 entregamos la
definicion de la distribucién Epsilon-Skew-
Normal-Generalizada, su funcidn de
distribucion acumulada y propiedades basicas.

La representacion estocastica, la
extension a una familia de localizacion vy
escala, los momentos, los coeficientes de
asimetria y kurtosis son discutidos en la
seccién 3. El articulo finaliza con algunas
conclusiones en la seccion 4.

2. Extension de la distribucion Epsilon-
Skew-Normal

En esta seccion damos la definicion de
la distribucion Epsilon-Skew-Normal-
Generalizada y estudiamos sus propiedades.
Definicion 1.

La funcion de densidad de probabilidad
de la extension de la epsilon-skew-normal es:

0 0 x 0

0 ¢0—--9Q

0 L si x< 0

g 2(1-0 @)

Slx Je.d)= 1 [6]

H (pD X +5D

H 7&-5 H Si x20

0 2(1-0(9))

Donde ¢ y @ son la densidad N(0,) y su
funcion de distribucidon respectivamente con
l<1y 60R.

Si Xtiene una densidad como en [6]

decimos que X es una variable aleatoria
Epsilon-Skew-Normal-Generalizada y la
denotaremos por X 1 ESNG|(e.,d) .

En las Figuras 1 y 2 se muestra la
forma que toma [6] en el caso unimodal vy las

Figuras 3, 4, 5 y 6 en el caso bimodal para
diferentes valores de ¢ y 0 .
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Figura 1: Funcién de densidad unimodal
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Figura 2: Funcién de densidad unimodal
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Figura 3: Funcién de densidad bimoda
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Figura 4: Funcién de densidad bimodal
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Figura 5: Funcion de densidad bimodal
£=0y0=-2

Figura 6: Funcion de densidad bimodal
£=02y0=-6
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2.1 Funcion de Distribucion Acumulada
de la Epsilon- Skew-Normal-
Generalizada.

Si X tiene densidad como en [6] entonces su
funcidn de distribucién acumulada es:

0 (1+¢) 0 x .0 .
E 2(1-@(6))¢H1+s g0
F(x\e,é)zE [7]
0
i

(te) O x .
(1 q)(é))qu +(5} si x 20

£+

Y su funcidén de Cuantile en la forma candnica
es

2(1- 0 ()
(1+¢)
p 1+¢

41-00))

0 i
(1+£)]{5+¢“H EWH[
0 O 0o

si 0 <u

[8]

(1- 2)[6+® H(” ‘

)DZ(I ¢(5)D[

L Hlif
41-00)) 21-0))

si €+

"
L 1] — —  —  —

Donde -1<¢<1 y Od0R
2.2 Propiedades Basicas.

Las siguientes propiedades se obtienen en
forma inmediata de la definicion [6].

Proposicion 1.

1.-f(x] €=0,0=0]=9(x)

3. tim f(x/e.8): 2(1-2q>(5)) [ x20])

4= Jim f(ve 8]z (1H2¢ ((ﬁ)) I x<0)

5'_511r§£100 f(x/e,0)=0

Comentarios.

El resultado de la proposicion 1
observamos que: [1] corresponde a la
distribucion normal estandar, [2]
corresponde a la distribucién Epsilon-Skew-
Normal, [3]1 v [4] indican que estas
densidades limites son una generalizacion de
las densidades Half-Normal

3. Representacion Estocastica

La proposicion siguiente  muestra la
representacion  estocastica del modelo
epsilon-skew-normal-generalizada. Es decir si
X tiene densidad como en [6], luego X puede
representarse como el producto de dos
variables aleatorias independientes.

Proposicion 2.

Para |£|<1 y 00R se tiene que
X UESNG(,0) si y solo si existen dos
variables aleatorias independientes U, y V;
)
SRASARRY Y

con
07120

Y

tal

P(U; =1-¢)=1-P(U, =-(1+¢)) =

que X=U; DV5

Demostracion. Se obtiene directamente de
la definicidn.

Ahora, extenderemos la distribucion Epsilon-

Skew-normal-Generalizada a una familia de
localizacién y escala.
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Definicion 2.

Sea X 0 ESNG(¢,0) . La familia de
distribuciones de localizacion y escala, es
definida como la distribucion

Z=pt+o X ,0p0R 6>0 y su funcién de
densidad esta dada por:

0 0 z-u D

015 @]

D~ e si z< g
2(1-9 (0

DﬂHo(m H .

9o 20-00)

Donde 6 = (4,0.6,0) y la denotamos por:
Z 0 ESNG (8 )

3.1 Momentos
Proposicion 3.

Sea X 0 ESNG(0,1,¢,0 )y Z0 ESNG(i,0 ,£,0)
Entonces

r OrQ ok
HD(I—e)”]D’f(- {1+ 6)’”%2_ HkH( 9
- U0 g =
D U _ M(ksd)
0 2 0 (l G’(J))
g g
0r=1,2.... [10]

Donde H - ESX"H, M(k8)= (] ukp@du

Demostracion.

El resultado se obtiene usando |Ia
independencia de U y VJ en la proposicion 2
y el teorema del binomio.

Comentario.

En Ila Tabla 1, se muestran algunas
expresiones de M para distintos valores de
k y observamos que cuando k& es par las
expresiones dependen de funciones
numericas.

p MKk5)

0 1-0@)

1 162

162 \/-
— 2
2

2 x/—«/—téjez x/—uerf}«/—DJH

2 N3
3 lﬁuei%éz(ézw)
ET
3«/— N ]e2 +3f[6 Eez 3«/—Derf} \/—JJH
2 N3

Tabla 1: Expresiones deM para distintos
valores de &

Una consecuencia inmediata de Ia
proposicion 3, son la esperanza y la varianza
de la distribucion ESNG(u,0,¢,0) dada por:

0 0-¢ OO
oo PR
E[Z]-UDN+20£]E6-\/§(1‘®(5))H [11]
i i
M(,5) 0
V[Z] g? D4y usgd T @(J)%
0, ML) | MQ24) 0
[137) 878 0@y -0 00 [12]
0 0, M@é) 000
+ 2610 - 0
FE oo g

Por otro lado, los coeficientes de asimetria y
kurtosis estan dados por:

Wy 3 Dyt 2
JH=D i3
D(1+352)D<52 M(1,6) , M(2,8) D-452]5- M(1,8) D = [ ]
H -0@) (1-¢(5>)H } (- 0(5>)Hg
Y
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2 4
Bg =4y Dy + Oy = 30y
/]2:

2
0 20 [14
D(|+352)D52-5 M6y  mMeo O o0 Mad) Og [14]
B i a-e@) a-e@nd a-o@nl g

Con [l,, r=12,..son definidos en la

Proposicion 3

) Asimetria Kurtosis

-4. -0.0020< }, <0.002 1.2283</,<

0 2.9930
-3. -0.0364 < i, <0. 1.3782</,<
0 364 2.9167
-2, .0.2209< !, <0.220 1.2283</,<
0 o 2.7609
-1. .0.5918< ¢, <0.591 3.0575</,<
0 g 3.7816
-0.  .0.6753< !, <0.675 2.2407</,<
8 3 3.0013
-0.  .0.7994< [}, <0.799 2.6059</,<
5 4 3.3730
0.0 .0.9953<}, <0.995 3.0000<%,<
3 3.8692
0. -1.1689< s, <1.168 3.3946</,<
> 9 4.4291
0. -1.2605< s, <1.260 3.6213</,<
8 5 4.7719
1. -1.3162<, <1.316 3.7659<%,<
) 4.9974
2. .1.5368< |/, <1.536 4.3878<’,<
0 g 6.0186
3. -1.6792< !, <1.679 4.8367</,<
0 > 6.8031
4. .1.7826< |5, < 7826 5.1320<’,<
0 2607

Tabla 2: Intervalos de asimetria y kurtosis,
para distintos valores de 0 .

4. Conclusiones

Podemos decir que se ha obtenido un modelo
unimodal con asimetria mas flexible que el
modelo de Mudholkar y Hutson(2000) y un
modelo bimodal asimétrico que es una
extension del modelo generado por una
mezcla de normales. Este modelo bimodal nos
servira para modelar conjuntos de datos
bimodales con una cierta asimetria en una de
las modas.
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