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Resumen
En este trabajo se discute la presencia de bifurcaciones en un campo de vectores lineales por
partes a través de la existencia de orbitas periddicas, usando la derivada de la aplicacion de
Poincaré.
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Abstract

In this work the presence of bifurcations in a vector field linear piecewise through the existence of
periodic orbits is discussed, using the derived one from the Poincaré map.
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1. Introduccion

Las definiciones basicas de campos de
vectores, Orbitas periddicas y aplicacion de
Poincaré estan dadas [Torres]. El principal
resultado es la obtencion de condiciones
sobre el sistema para caracterizar los
diferentes tipos de bifurcacién.

Definicion: Se definen los planos

V. =[xD R3:<0/,x>= il] con? © (1,0,0)
v :{x[l v (a,x)> 0}

o= {x0 ¥ (e, x)< 0f

V= {x0 7, (-0 ,x)> 0}

A [xD V. :(-a,x)< 0]

Lema 1: Sea
mv()- "

La aplicacion de Poincaré asociada al punto
periodico M , con periodo
ttstets,tts vV

1T RTSTETS  qonde L () es una

vecindad de Vs en 4 . Entonces la derivada

de la aplicacién de Poincaré Dn(y,):E~ E
Donde

E-= {xD R3:<a,x>: ()]
es dada por

O Aya'0 ,
D (y,)= 0l - 3’3 DeBs3eAt3eBszeAtzele o
0 Vs [

Proposicion: Sea * un punto periédico, con

) t st ts, t..ttt
periodo Listhts, L, S+, Entonces

la derivada de la aplicacion de Poincaré, es
dada por

0
Dn(x)=pgl-———pe "e™"..... e'e
0 Ax

Demostracion: Generalizando el lema
anterior se consigue el resultado.

2. Bifurcaciones

Definicion. Sea *un punto periddico y sea

Dr (x) la derivada de la aplicacién de Poincaré
en X, Entonces una bifurcacién local ocurre
cuando un autovalor esta en el circulo unitario
(complejo).

En particular.

Dr (x)

Bifurcacion silla-nodo si tiene un

autovalor igual a 1.

Bifurcacion doble periodo si Dn (x)tiene un
autovalor -1.

Bifurcacion de Hopf si D (x) tiene un par de
autovalores complejos conjugados con valor
absoluto igual a 1.

Lema 2:. Sean M= et et ,
T=tM y D=detM  Entonces 4* es un

autovector de M asociado al autovalor 1.

- xX=
Dem. Para el caso "~ 3 , Y3 y por lema

1, tenemos que

Bsy Aty BszeAtzele

MAy, = e ee
= Ay,

eAl‘| Ay3

Pues, esta expresidon es la aplicacion de
Poincaré asociada a la érbita del punto

periddico 3 , ¥ por lo tanto es un punto fijo.
Estos argumentos son validos para n
arbitrario, asi, tenemos que

MAx = Ax

entonces 4X es un autovector de M asociado
al autovalor 1.
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Proposicion. El operador

t

Axo
0" Ax

L= - 2
0 0

L, 3
es la proyeccién de R’ sobre el plano

ortg(0 )= {xD R’ :<a ,x>: 0}
Dem. R = Ax0 ortgu
Sea zU R’ entonces z=yAxty donde

yD Ortg(d ) y como <a ’y> - O, tenemos que

. (a.2)

(a ,Ax)

entonces

P, (2)=z- <a,z> Ax = DI- <a’D> Ax%(z)

@)™ )

Luego
0 ‘0
Lz=pl- Ajca 0(z)
0 a'Ax]
entonces
L=P

Asi, se tiene el resultado.

Lema 3: Sean (l’/‘z’A3)Ios autovalores de

. Ax,v,,v
M asociados a los autovectores A%V 3),

(0,4,,45)

asociados a los autovectores
) donde Ly, =i 2’3.

Dr(x)= LM

entonces son los autovalores de

Dr (x)

(Ax,u,,u,

Dem. y como AX es un
autovector de M asociado a 1, tenemos

D (x)Ax = LMAx = LAx= 0= 0A4x

Pues LAx=0,

vy Ax+t Lv

3
Sea VU R entonces , ahora

Dn(x)v= LM(y Ax+t Lv)=y LMAx+ LM (Lv)
=y LAx+ LM (Lv)= LM (Lv)
Asi,

D (x)v, = Dr (x)(Lv,)

Por otro lado

Dr (x)v, = LMv, = LA,v, = A,Lv,

Luego
Dr (x)(Lv,)= A,Lv,
esto es, Ly, es el autovector de Dr (x)
asociado a "2.
. . Lv
En forma similar se obtiene que 3 es el

. A

autovector de Dr (x) asociado a " 3.

Estos resultados nos dan condiciones para
para la siguiente caracterizacion.

M,T

Teorema: Sean y D como en el lema

2 y X un punto periddico de V“. Tenemos
las siguientes propiedades.
a) Si existe un bifurcacion silla-nodo entonces
2-T+ D=0
Si existe una bifurcacion de periodo doble
entonces
T+D=0

Si existe una bifurcacion de Hopf entonces

D=1y (1-T)-4<0
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Demostracion: En este caso se tiene que

D (x) tiene un autovalor igual a 1, entonces

M tiene autovalores (LA geq
- 3 2

h(A)= A"+ ak”+bh + ¢ el polinomio
caracteristico de M entonces

-c=1tatb
Y

h(A)=( -Df@})
Donde
f(A)=21+(a+ D) -c

Ahora a=-T y ¢=-D  entonces

fA)=2*(QA-T))+D
como 1 tiene multiplicidad 2, se tiene que

2-T+D=0

En este caso 2T (Mtiene un autovalor igual
a -1 entonces M tiene autovalores
(L- 1 3), h(”dado en la parte (a) es el

polinomio caracteristico de M y -1 es
autovalor, entonces

c=1-atbh
h(A)= (A + D f()
Donde
fA)=A*%(-T-Dr-D
Como 1 es autovalor de M , tenemos que

I'+D=0

En este caso D (x) tiene dos autovalores
complejos conjugados entonces M tiene
LA,4)  h(b)

autovalores es el polinomio

caracteristico de M y 1 es autovalor de M,
entonces

h(d)= (4 -Df()

Donde,
f(A)=2*(A-T)A+D
D=11=1

Como / tiene dos raices complejas
conjugadas, Entonces

(1-T) - 4<0

pues D=1,
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