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Resumen

Este trabajo trata sobre las ecuaciones de evolucion (E) introducidas por T. Kato y Y. Yosida en la
década del 50. Se muestra como una ecuacion de evoluciéon lineal (E) se escribe como una
ecuacion del tipo Volterra-Stieltjes (K) definidas por C.S. Honig en la década del 70.

Palabras claves: Ecuaciones de evolucién, Ecuaciones integrales de Volterra-Stieltjes,
semigrupos de operadores

Abstract

This work deals with the Evolutive Equations (E) by T. Kato and K. Yosida in the 1950’s. We show
as an Linear Evolutive Equations (E) is written as an equation Volterra-Stieltjes type (K), defines
by C. S. HOnig in the 1970’s.

Keywords: Evolution equation, Volterra-Stieltjes integral equation, Semigroup of linear operator.
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1. Conceptos Previos
1.1 La integral interior

Las demostraciones de los resultados que
se enuncian a continuaciéon pueden ser
encontradas en las referencias [1], [2], [3] V¥
[4], donde son hechas de manera general.
Aqui utilizaremos casos particulares
apropiados al trabajo

sea Xun espacio de Banach y Tel,
T>0.

Definicién 1.1: Una funcién f :[O’T]_> X

se dice regulada si, vte[0,T) (te(0,T])

existen los limites

1) =limft+e) . f@)=]imft-¢)

£—0" £—0"

G([O'T]’X)al espacio de

f{0,T]— X

Se Denota por

las funciones reguladas con la

norma

[ fll=sup{lf ®I}

te[0,T]

Definicién 1.2: Para fEG([O'T]’X) se

define | (O =f(t-)si0<t<T

f7(0)= £(0+) y se escribe

G ([0,T],X)={f eG([0,T],X): f = f}

este es un subespacio vectorial cerrado de

G([0T],X)_

Definicién 1.3: La semivariacion de una
funcioén

a:[0,T] = L(X,Y) se define por

SV[a]= sup SV (o]

deDyo;

Donde

]

Z[Ot(ti ) o a(tifl)]xi

ballst {]'i=2

;xiex}

, una particiéon

d (d'>d)

SV, [al= sup{

L deD
Definicion 1.4: Sea [0.1]

de [O’T], d'se dice mas fina que

si todo punto g de d es un punto de d "

Definicion 1.5: Sean a:[O,T]—>L(X,Y) y

f10,T]—> X entonces se define la integral
interior (integral de Dushnik) por

T ld|
[da)- 1O = lim > lat)-at,)] (&)

Cc

on fi € (tifl’ti), si el limite existe.

Teorema 1.6: (1.10 de [2]) Si
a €SV ([0,T],L(X,Y)) f eG([0,T], X)

entonces existe la integral

]daﬁ)fﬂ)
y se tiene que 0
]daa)fa)
0

f (t)=f(t-),te(0,T]

<sv[a]| |

Donde

1.2 Representacion de Aplicaciones
Lineales.

Ecuaciones Integrales.

cean f €G([0,T], X)

a e SVo([0,TLL(X.Y)) oo gefine

FL() = [da)- £

Asi, para cada @, se obtiene una aplicacion
lineal

F, :G([0,T],X)—>Y
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Teorema 1.7: (1.11 de [2]) La aplicacion
H :SV,([0,T],L(X,Y)) = L(G ([0, T], X),Y)
H(ax)=F

definida por @ @s una isometria,

esto es, ”F"‘” - SV[a]_
Ademas,
a(t)-x= Fa[}((o,t) -X]

Definicion 1.8: La funcion
F:[0,T]—>L(X,Y) se dice simplemente
regulada y se denota por
f eG7([0, T],L(X,Y))
£-xeGOTLY)  gonge

f.x(t) = f()x,te[0,T]

si para todo X€X

K:[0,TF = L(X,Y)

Notacion 1.9: Para , se

denota por K y K*
definidas por

las aplicaciones

K'(s) =K(t,s) = K (t)

Se dice que K satisface las condiciones

(G), si Kes regulada como funcién de la

primera variable, esto es, VSE[O’T], se
tiene que

K, €G([0,T],L(X,Y))

o
(G ), si K es simplemente regulada como
funciéon de la primera variable, esto es,

vse[0,T] , se tiene que
K, eG7([0,T], L(X,Y))

u
(SV ), si. K es uniformemente de
semivariacion limitada como funcion de la
segunda variable, esto es
SVY[K]=sup SV[K']<
0<t<T
Go , si satisface (G7) y K(t,s)=0
s>t

para
cuando Y =X se dice que K satisface

(G'U) si satisface (Gg)y K(t,s):lx para
s>t.
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Definicion 1.10: Sea K satisfaciendo (GO)

y (SVU) , Se escribe
K eGZ-SV'([0,TT?, L(X,Y))

f eG([0,T], X)

Para , se define

(kF )(©) :j-dsK(t,s). f(s), 0<t<T.

Definicion 1.11: Un operador
PeL(G([0,T], X),G([0,T],Y))

& VF €G(0TLX) , ce[0T]
f|[0,c] = O:> (Pf )|[0,c] = O

se dice Causal

Teorema 1.12: (2.10 de [2] La aplicacion

J G -SVY([0, TP, L(X,Y)) = L(G([0,T], X),G([0,T],Y)

definida por J(K)=k es una isometria del
primer espacio de Banach sobre el
subespacio de los operadores causales del
segundo espacio, esto es,

k= sv*1x1
Ademas, si xeX,0<t<T , entonces

K (t! S)X = _k[l(s,t)x](t)
y para te [O’T], se tiene

K(t,0)x =—K[x,X](t)

Teorema 1.13: (Teor. de Bray, I1.1.1 de
[1D
aESV([O,T],L(X,Y))y

Sea
KeG?-SV!([0, T, LW, X)) si
geG(0,TLW) definiendo

T
(FK)(s)=" [-daoK(t,s)
0 entonces

oy FKESVOTLLW,Y))

by SVIF.K1<SV[a]-SV°[K]
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T

jfu[“jdaa)w<as{+g@)

c) O

:I-da(t){[-ds(t)- K(t,S)-g(S)}

2. Ecuaciones de Evolucién Lineales y
EIVS

2.1 Representacion de un tipo de
ecuaciones lineales como EIVS

Antes de representar las ecuaciones lineales
como ecuaciones integrales, en la siguiente
proposiciéon se hace una pequefia adaptaciéon
en un operador acotado, para poder usar los
resultados de la teoria de EIVS.

Proposiciéon 2.1: Sean X y Z espacios de
Banach A€L(Z,X) feG([0,T],2)
definiendo

[Af}(t):Af(t), 0<t<T

Se tiene que

AeL(G ([0,T],2),G([0,T], X))
[Al=1A

Demostracion. Af GG([O’T]’X), pues es la
composicion entre una funcién regulada con

una aplicacibn continua; claramente A es
lineal. Por otro lado,

All=sup Ag‘
ol
—sup sup [ Ag ) (t
wp v A o]
=sup sup |Ag(t)]
Jo]<1 o<t<T
=sup||ACq)| =] A

(e

O sea,
AeL(G([0,T],2),G([0,T], X))

Sea ahora el tal que ”20” <1 y definiendo

99)=2,  s€[0T] qneonces 19152
claramente 9 €6 ([0.T],2)
paRbT

luego

y

asi, se obtiene

IAl<[4

por lo tanto
A= 14

Considere ahora la ecuacién diferencial no
homogénea

du—?):A(tHf(t),OStsT

(E) (u(t)=u, ,U,e”Z

con A ELZX)  ueG([0T]2)

f eG([0,T], X)

y

Teorema 2.2: La ecuacion (E) es
equivalente a una ecuacién integral de

Volterra-Stieltjes del tipo (K) :

_ =|.d /s)-
(K)wo u(0) lsKGS)M®+g®

donde

t
—|A(z)dr ,0<s<t<T
K(t.s) = J (r)dr s

S

0 ,0<t<s<T

g(t) = [ f(z)de

49



G. Astorga, L. Barbanti 22 (2008) 46-51

Demostracion. Sea heG ([0,T],2) tal que

oy =0 t, e[0.T] re[0,t)]

con Si

entonces

[A®h](z) = Ait)h(z) =0

[A®h] =0 A
0 sea, [0 , por lo tanto A(t) es
un operador causal. Luego, por el teorema
1.1.2, existe

M eGZ-SVU([0,TT?, L(Z,Y))
tal que

[A®)U](z) = [-d,M ()(z,5)-u(s)

ueG ([0,T],2)

donde , ademas

M (t)(z,5)z = [A®) (1,.,21(7)
donde 0<s<r<T y ze’/

M (t)(z,0)z = -[AM)(%0.,,2](7)
donde 0<7<T y zeZ

y
M (t)(z,8)z=0,si 0<7<s<T

Asi, se tiene que

5 _AM) ,0<s<z<T
M(t)(r,s):{o 0<7r<s<T

M (t,s) = M (t)(t,s)

Para 7 =1, se define y de

2.1 se tiene que

A(u(t) = j.-dsM (t,s)-u(s)

E)

Asi, de la ecuacion ( y de 2.2, se obtiene

du(t) |
. T=_(|:-dSM(t,s)-u(s)
u(t)=u0
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Integrando esta ecuacion, se tiene

@ u(t)—u, = _:[D:-dSM (Z',S)'U(S):|d2'+ g(t)

g(t):jf(r)df

donde

Sea a(t) =tl , donde | es la identidad en X ,
entonces

jﬁ'ds'\/' (z, S)-U(S)}dr = j-da(r)ﬁ-dsm (r,s)-u(s)}

- j-da(r)ﬁ-dsM (, S)-U(S)}

y por el teorema (1.14) se tiene que
j"da(r)ﬁdsM (r,s)'u(s)} =j-d{”j"da(r)M (r,s)]u(s)
t t
:j-d{jm (r,s)dr]u(s)
0 0

K(t,s) = j. M (z,s)dr

Haciendo , se tiene

K(z,8)=1 1

Asi, la ecuacion (2.4) queda como sigue

—u, = |-d_K(t,s)-
- u(t) - u, lsKa@u@wgm

O sea, una EIVS del tipo (K)y asi se prueba
el resultado.
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