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RESUMEN

Se presenta una nueva distribucidon de probabilidad basada en la distribucién normal con la
interesante propiedad de otorgar mayor peso a las colas y en consecuencia capturar informacién
que se puede encontrar alejada de la media. Su curtosis negativa permite clasificarla dentro de
las distribuciones platiclrtica cuya principal propiedad es de descongestionar la informacion
alrededor de la media. Debido a esta caracterizacion se la ha definido como Distribucién Normal
Platicurtica. Se estudian sus principales propiedades y se muestra una representacidon estocastica
la que ademas de entregar una elegante férmula para calculo de momentos de orden n, permite
generar numeros aleatorios. La Distribucion Normal Platicirtica es simétrica y tiene un
comportamiento muy similar a la Distribucion Normal por lo que resulta ser una atractiva
alternativa de aplicacion frente a situaciones reales.

Palabras claves: distribucidon normal, representacion estocastica, simetria y curtosis.
ABSTRACT

The following article discusses a new probability distribution based on the normal distribution with
the property of giving more weigth to the tails, thereby consequentially capturing information that
can be present but removed from the mean. Its negative Kurtosis allow it to be located within the
platycurtic distributions whose main property is that of decongesting the information around the
mean. For this reason these new distribution has been defined as Normal Platycurtic Distribution.
A study of the principal properties and a stochastic representation is performed providing an
effective formula for the calculation of n™" - moment and for the generation of random number.
The Normal Platycurtic Distribution is symmetrical and behaves very similar to the Normal
Distribution, which make it an attractive alternative for application in real situations.

Keywords: normal distribution, stochastic representation, symmetry and kurtosis.
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1. INTRODUCCION

Presentamos una nueva distribuciéon de
probabilidad basada en la distribucién normal
que se caracteriza por su simplicidad en el
manejo algebraico y con interesantes
propiedades que iremos desarrollando, quizas
destacar su representacion estocastica la que
permite generar nimeros aleatorios para fines
de simulacién. Mostramos un histograma
con numeros aleatorios generados por dicha
representacion y ajustamos el modelo a
dichos numeros. Usamos la notacién ¢(x) vy

®(t) para denotar la densidad normal

estandar y la funcién de distribucion normal
acumulada respectivamente, es decir:

¢(x)=%exp{-x2/2>} y ®(0= [ geodx

Denotamos por Z la variable aleatoria cuya
funcion de densidad es ¢@(x) lo que

resumimos en forma compacta escribiendo
Z[ N(0,1), es bien sabido que para todo

kel :

EIZ*1=0 y  EZ*1= [ @

j=1

2. DISTRIBUCION PLATICURTICA

Proposicion 2.1 La funcién

F(0)= (3ZX2J¢(X)

es una funcidn de densidad

3+x?

jZO y #(x)>0 para

todo x €[] porlo que f(x)>0, por otra parte

Demostracion: (

[ Fwx =

8 —3

(35 #)dx

[ee]

3 T p(x)dx + & I x*p(x)dx
+

-0

|l N (984
INES

por lo tanto f(x) es una funcion de densidad

Definicion 2.1 Si la variable aleatoria X
tiene como densidad a:

£ = ﬁ"zjqﬁ(x)

decimos que se distribuye segin una normal
platicurtica y lo denotamos como: X [l NP

Proposicion 2.2 Sea X[ NP y sea

3+x? . :
f(x)= ( j¢(x) funcién de densidad
de X
entonces:

a) f(x) es simétrica alrededor del cero
b) f(x) es unimodal
Demostracion Claramente la funcién f(x)
es simétrica dado que f(x)= f(—x) para todo
x ell , por potra parte
[ ()= =5 x(x) =3 (%)
siendo f"(x)<0 porlo que f(x) presenta

un solo maximo en x =0 lo que la hace
unimodal
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Proposicion 2.3 Sea X[ NP.Si F(t) y
I'(¢) representan las funciones de distribucion

acumulada y generatriz de momentos de la
variable aleatoria X respectivamente,
entonces:

F(t)=®(t) - te(1)

I'(¢)=exp (g] {1 + %}

Demostracion.

F(t) j(3 *)px)dx

t

= 30(t)y+ 4 [ Xp(x)dx

= 2(t) +L[~1¢(t) + D(1)]
O(t) - L1gh(2)

por otra parte
I'(t) = E[exp(tX)]

= I exp(tx) (3*" )¢(x)dx

J>|w

-J>|u)

(7) j exp(tx)x(x)dx
exp(

%) + %(t eXp(%) +exp(%))
]

o

|

t
exp() [1+
Proposicion 2.4 Si X [J NP, para todo
kell , se cumple que

E[X*']=0 vy

BZ*]= 2] [ )

j=1
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Demostracion.

E[X2'] =

g ——38

x*! (%M(x)dx

%E[ZZk_l]"_ %E[ZZk+l]
0

por otra parte

0

E[X*]= Ix (3*" )¢(x)dx
E[szJ+ %EI:ZZ(kH)jI

= %H(2J 1+

= %H@j-l)
j=l

SN

k+1

[T

El siguiente resultado justifica el nombre de
Distribucién Normal Platictrtico debido a que
dicho modelo presenta una curtosis negativa
lo que caracteriza a las funciones de densidad
platicirtica. Pasamos a recordar la férmula
gue permite el calculo de la curtosis que
denotamos por la letra K.

—Appn 64 =34

K= Hy /
(/uz _/ul)

donde 4, t,, p, Y M, son los momentos

de orden 1,2,3 y 4 respectivamente.

Proposicion 2.5 La curtosis en el modelo NP
es de —0.3

Demostracion. Considerando que los
momentos impares del modelo NP son cero y
sabiendo que:

= y o u4;=6

3
2
se tiene que
K=-03

La siguiente proposicion es un importante
resultado que deja de manifiesto que el peso
de las colas del modelo normal platiclrtico
supera el peso de las colas del modelo normal
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lo que le permite capturar mayor informacion
distante de la media.

Proposicion 2.6 Si X[ NP y f(x) su
funcién de densidad, entonces

J@)= f()29(x) st [x[>1

S)=f(x)<o(x) st [x[<1
Demostracién. Suponga que |x|>1, en tal
caso se tiene que la expresion (%)21 y

dado que ¢(x)>0para todo x ell , entonces

3+x?
4

f(x)= ( J P(x) 2 ¢(x)

por otra parte, si |x| <1, se tiene que la

expresion (“Tx')sl y en consecuencia

f(x)= [ & - jqﬁ(x) < 4(x)

3. REPRESENTACION ESTOCASTICA DEL
MODELO NP

En esta seccion presentamos una
representacion estocastica del modelo NP
para generar numeros aleatorios lo que se
logra conociendo previamente la
representacion estocastica del modelo normal
bimodal que pasamos a desarrollar

Definicion 3.1 Si la variable aleatoria W
tiene como densidad a:

g(x)= x*¢(x)

decimos que se distribuye segin una normal
bimodal y lo denotamos como W [1 NB

La siguiente proposicién muestra algunas
propiedades  basicas del modelo NB

Proposicion 3.1 Sea

fx(x)s Fo (@) y Ty las
densidad, distribucion acumulada y generatriz
de momentos respectivamente de la variable
aleatoria X, entonces

Wi NB vy sean
funciones de

a) fy(x) es simétrica respecto del cero
b) Fy(t)=D@)—14(?)

c) FX(t):exp(%)(1+t2)

Demostracion. Las demostraciones de cada

item son similares a las del modelo NP de la
proposicion2.3

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
I I I I I

0.05
I

0.0

Figura 1. densidad modelo NB

Proposicion 3.2 Sean X y U variables

aleatorias independientes donde X [J ;(32 (chi-
cuadrado con 3 grados de libertad) y U es tal
que:

PlU=1]=P[U=-1]-3

Si W=JXU entonces W1 NB

Demostracion. Sea F},(w) la funcion de
distribucién acumulada de W, entonces:
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F,, (w) P[WSW]
=P[JXU<w]
1 1
= _ < +—| = <
2[ X <w 2[ X w}
asi se tiene que
%P[\/}Sw}+% si w>0
Fy (W)=
%P[\/YSW} si w<0
TP{X<W | +4 si w20
Fy(W)=1 2
7 I—PI:XSW J) si w<0
1F (W)+1 si w20
FW(W): 1_ 1 2 ;
3= EFX(W) si w<0
derivando la funcion F;,(w) con respecto a
w, para encontrar la densidad f,(w), se
tiene que:
wfy (wz) si w=0
fw(w): 5 )
—wa(w) si w<0

Obteniendo que:

fw W) =W fy (wz) para todo well

donde f,(x) corresponde a la funcion de
densidad de una chi-cuadrado con 3 grados

de libertad, dada por

fr(x)=

de tal forma que
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Jw(w) = |W| fx (Wz)

1 2 1 2
= |w—=(w")* exp(%
Ko ()
= [wl[wlg(w)
2
= wp(w)
A continuacion presentamos uno de los
resultados mas importante y tiene relacién
con la representacién estocastica del modelo
NP, que se ha logrado, inspirado en la

metodologia empleada por Henze[2] con el
modelo SN(A) presentado por Azzalini[1].

Proposicion 3.3 Considere las variables
aleatorias independientes Z e Y donde
Z[IN(,1) e YUNB.

Si se cumple que
3 1

w="2Z74+-Y
2 2

entonces

wil NP

Demostracion. Sea I, (w) la funcién

generatriz de momentos de la variable
aleatoria W, se tiene entonces que:

[\ (W) = E[exp(t W)]

~Elew([$2 +27])]

|:exp iz ]E[exp )]
() [ew( 5 )(1+5)]

exp( 5 ) +%)

Observe que la funcién I'),(w) es igual a la

funcidén generatriz de momentos del modelo
NP, por lo tanto W[ NP.

N|“~

A través de la representacién estocastica del
modelo NP se generaron 2000 datos los que
fueron representados en un histograma de 16
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intervalos, enseguida se ajusté la funcién de
densidad del modelo NP a dichos datos dando
origen al siguiente grafico.

0.6

0.5

0.4
L

0.2

0.1

0.0

Datos simulados

Figura 2. densidad normal (linea
segmentada) y densidad del modelo NP(linea
sdlida)

Es importante destacar que la densidad del
modelo NP ajusta muy bien los 2000 datos
debido a que estos fueron generados por su
propio modelo (representacion estocastica),
por otra parte, la densidad normal descrita
por la linea segmentada se ha superpuesto
sobre el histograma solamente para advertir
la diferencia que presenta al ser comparada,
su ajuste, con el modelo NP. A la vez se
entrega una idea de cOémo se deben
presentar, en situaciones reales, los
histogramas para aplicar uno u otro modelo.

Observacion 3.1 Un tema interesante de
abordar en este modelo NP, para fines
inferenciales, es incorporar un parametro de
localizacién x y un parametro de escala o

mediante la reparametrizacion

Y=pu+0cX donde X[ NP

con puell y o>0

Asi el nuevo modelo se presentaria como
normal platicurtico de pardmetros py o

denotado como NP(u,o0), donde:
NP(0,1)=NP
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