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RESUMEN

En este articulo, se presenta un método para la obtencién de la funcién de transferencia de un
sistema lineal e invariante en el tiempo (LTI), de entrada y salida Unica (SISO), a partir de su
definicibn matematica. Se muestra el modelamiento matematico para sistemas de primer y
segundo orden. Posteriormente, se explica el método para obtener la funciéon de transferencia
utilizando una sefal escalén unitario como entrada. Se define el problema de minimizacién del
error cuadratico medio entre la sefial de salida del sistema a modelar y la que sefial entregada por
los modelos. Se realiza una descripcion del procedimiento, para evaluar el ajuste de las funciones
de transferencia obtenidas, mediante un caso de estudio realizado en MATLAB. Los resultados
muestran que en muchos de los casos, la funcidon de transferencia desconocida, puede ser
representada por méas de un modelo en forma eficaz, con un error que no supera 5*107.

Palabras clave: Sistemas de Control, Funcién de Transferencia, Estimacion Paramétrica.

ABSTRACT

This article describes a method to get a transfer function for a time-invariant linear system (LTI)
with a single-input and single-output (SISO) from the mathematical definition. The mathematical
modeling for first and second order systems is presented. Furthermore, the method to get the
transfer function is explained using a unit step signal as input to system. The problem of
minimizing the mean square error between the reference output signal and the model is defined.
The procedure followed to test the effectiveness of the functions is described through a case study
using the math and engineering software MATLAB. The results show that in many cases, unknown
function reference, can be represented by more than one model effectively with an error not
exceeding 5*107 units.

Keywords: Control Systems, Transfer Function, Parameter Estimation.
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1. INTRODUCCION

Un sistema SISO (Single Input Single Outpt),
es una abstracciéon de un sistema complejo
que se caracteriza por un comportamiento de
“caja negra”, generando una sefial de salida
caracteristica en respuesta a una sefial de
entrada concreta. La Figura 1 muestra un
esquema de sistema SISO, donde a partir de
una sefal de entrada u(t) se genera una
sefal de salida y(t).

Cuando se conoce el detalle que contiene
esta caja negra, es posible obtener un
modelo matematico basado en ecuaciones
diferenciales, y de esta manera se puede
obtener una expresion para la sefal de
salida. Este detalle interno, puede considerar
un circuito eléctrico, un sistema dinamico de
fuerzas, un proceso industrial, entre otros.
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ut) — G(s)

Figura 1. Sistema SISO.

Por otra parte, en muchas ocasiones no se
tiene acceso al detalle interno de un sistema,
Yy es por esto que se hace necesario recurrir a
métodos de identificacion. La ldentificacion
de Sistemas, trata el problema de construir
modelos matematicos de Sistemas
Dindmicos, a partir de datos obtenidos del
propio sistema [1][2]. Estos métodos,
consideran una entrada concreta al sistema
para analizar la salida, y obtener un modelo
adecuado para el sistema en cuestion.

Los métodos de identificacién se clasifican en
dos grandes grupos: paramétricos y no
paramétricos [2]. Los métodos paramétricos
[3], utilizan un modelo matematico de base,
que mediante la variacidon de sus parametros,
hace posible ajustar un modelo a la sefal de
salida del sistema. Por otra parte, los
modelos no paramétricos [4] son aquellos
que mediante una tabla o grafico permiten
caracterizar el sistema [2].

En particular, la identificacion tanto
paramétrica como no paramétrica tiene como
objetivo comun determinar la funcién de
transferencia del sistema. Una funcién de
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transferencia es la relacién que existe entre
la sefial de la entrada y la sefal salida en el
dominio de la frecuencia [5]. En términos
matematicos, se representa mediante la
transformada de Laplace, tal como se
muestra en la ecuacion (1).
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Una vez obtenida la funcion de transferencia,
la dinamica del sistema queda totalmente
determinada, y se puede emplear para
analizar el comportamiento del sistema en un
ambiente de simulacion.

En el campo de sistemas de control se puede
encontrar gran variedad de propuestas de
solucién a la temética de identificacion, tanto
paramétricos como no paramétricos [6], [7],
[8], [9] vy [10]. Por otra parte, las redes
neuronales artificiales [11] también son
ampliamente usadas mediante diferentes
topologias que permiten elaborar modelos
capaces de determinar los parametros tanto
de sistemas lineales como no lineales.

En este articulo, se presenta una forma
sisteméatica de obtener funciones de
transferencia para un sistema SISO LTI
desconocido, mediante la aplicacion de su
definicibn matemaética general, para sistemas
de primer y segundo orden. Posteriormente,
se presenta una comparacion de los
resultados en funcién al error obtenido con
respecto al sistema original de referencia.

2. MODELAMIENTO MATEMATICO

Un sistema SISO LTI (Linear Time-Invariant),
es un sistema que satisface el principio de
superposicion e invariabilidad en el tiempo.
La dindmica se modela con ecuaciones
compuestas por las derivadas de la sefial de
salida con respecto al tiempo. Estas son de
primer orden si incluyen primeras derivadas y
de segundo orden si ademas incorporan
segundas derivadas. En particular, las
ecuaciones de un sistema LTI son lineales e
invariantes en el tiempo.

En general, un sistema de primer orden se
describe mediante la ecuacién (2), donde T
representa la constante de tiempo del
sistema y K la ganancia del proceso [5].
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Aplicando transformada de Laplace en (2), y
suponiendo que: no hay desviacion en el
tiempo por causa de tiempos muertos (y(0)
= 0) y que la frecuencia natural es w = 1/7,
se obtiene la expresion (3). Esta expresion
representa la funcibn de transferencia
general para sistemas de primer orden SISO
LTI, caracterizado por la ganancia K y la
frecuencia natural w.
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Por otra parte, un sistema de segundo orden
se describe mediante la ecuacion diferencial
(4) donde ¢ es el factor de amortiguamiento.
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Nuevamente, aplicando transformada de
Laplace y suponiendo que no hay desviacion
en el tiempo, y(0) = 0, dy(0)/dt = O, se
obtiene la expresion (5).
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La ecuacion (5) presenta la funcién de
transferencia general para sistemas de
segundo orden SISO LTI, caracterizado por la
ganancia Kk, la frecuencia natural w y el
factor de amortiguamiento &. En particular,
tomando el denominador de la ecuacién (5) y
resolviendo la expresion de segundo grado,
se obtienen los polos (6).

ar los (&6 —

g — _E(*) + r,,F' 1 (6)

La ecuacion (6) plantea la posibilidad que el
argumento de la raiz cuadrada sea cero con ¢
=1, positivo con & >0, o negativo con & < O.
En el primer caso, se obtienen dos polos
reales iguales, dando lugar a un sistema de
segundo orden criticamente amortiguado. En
el segundo caso, se obtienen dos polos reales
distintos, lo que describe a un sistema de
segundo orden sobre-amortiguado.
Finalmente, en el tercer caso se obtienen dos
polos complejos conjugados, lo que da origen
a un sistema de segundo orden sub-
amortiguado.

3. FUNCION DE TRANSFERENCIA

En un sistema SISO LTI desconocido, es
posible obtener la funcion de transferencia
aplicando una sefial de entrada conocida y
analizando el tipo de curva de la sefal de
salida. Los sistemas de primer y segundo
orden tienen una curva caracteristica (Figura
2 y 3) determinada por los parametros K, @ y
¢. La sefnal de entrada al sistema, puede ser
una sefial escalén, rampa, sinusoidal, entre
otras. Por otra parte, la funcibn de
transferencia es Udnica, por lo tanto no
depende de la sefal de entrada empleada.
De esta manera, y por simplicidad, se
empleara una funcién escalén unitario como
entrada al sistema, y de esta manera se
obtendran datos de salida. Finalmente,
mediante un método de ajuste paramétrico
se obtendra una expresion para la funcion de
transferencia.
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Para un sistema de segundo orden, la
' soluciébn a la ecuacion diferencial (4) se

obtiene de manera similar a la anterior.
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Figura 2. Salida sistema de primer orden. _ LW _
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Para obtener la salida y(t) es necesario tomar
‘”.i en cuenta los tres posibles valores que puede
T tomar el coeficiente de amortiguamiento: & =
| 1, &1y Eg<1.

En el caso que el sistema sea sobre-
.. | amortiguado (§ > 1) existen dos polos reales
‘ diferentes p;y p-.

o —Ew+wﬁ€, ~-1)

. —_———
Figura 3. Salida sistema de segundo orden _ —fw-— — 1)
sub-amortiguado. - PSS

Tomando p; = -1 Y p2 = -Wo.
Modelo para la funcidon de salida
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Para un sistema de primer orden, la solucién w1 =80 — , [= 1)
a la ecuacién diferencial (2) se obtiene
utilizando su funcién de transferencia (3), la "
§eﬁal escalén unitario (7) y la transfqrmada ,.,z=5w+03JF' 1)
inversa de Laplace, con lo cual se obtiene la

expresion (8). w2
en e 1t >0
ey = § 0 t<0 } (7) . ., .
: ’ Finalmente, la expresion de la salida se
»={d WUGE" muestra en (9)
¥ (5D = "fs_'_(”i!
s
’ S_IW (UZE)(—p(_(U t)__ wﬁ(p_(_(oz .
sy — = y()=K [1 +— —'1;1 _-EZ wZt) ()]

L]

¥ (s .s-c's—i—'iu))

24



M. Olivares Avila; J. Gallardo Arancibia; 32(2016) 21-29

En el caso que el sistema sea criticamente
amortiguado (§ = 1) entonces existen dos
polos reales iguales p;.

L= —Ew
Tomado p; = - w, entonces:
e — )

De esta manera, la salida queda determinada
por la expresion (10).

DT - (1+wtexp(—wt)]  (10)
Finalmente, en el caso que el sistema sea

subamortiguado (§ < 1), existen dos polos
complejos conjugados p1y po.

p1 = _E(’O_'_J [ca — &3
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En este caso la solucién se presenta en (11).
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Ajuste de la curva de salida

Todas las ecuaciones descritas en la seccién
anterior, tienen en comun los parametros K,
w Yy &, por lo tanto es posible ajustarlos a los
datos de la sefal de salida. De estos
parametros, los mas relevantes son w Yy &,
dado que caracterizan completamente Ila
forma de la funcién de salida. Por otra parte,
el parametro K, solo amplifica la sefal. Por lo

tanto, considerando que la sefal de entrada
es un escaldon unitario, podemos prescindir
del parametro K y centrar el ajuste en w vy &.
De esta manera, el problema se puede
expresar como se muestra en (12).

] >'-‘—-_| rus tra en (12
- e3¢ —siv] 12)
Donde:
aut[.. Li€eZ
pmcnssepns (ki C)
out[., i€z

w>0, &0 w, EeR

La ecuacion (12) expresa el problema de
minimizar el error cuadratico medio (ECM)
entre la sefial de salida y; y el valor estimado
por el modelo ¥;, variando los pardmetros w y

g.

El vector out, contiene el conjunto de datos
obtenidos a la salida del sistema. Por su
parte, tout contiene los tiempos en que se
tomaron cada uno de los datos
respectivamente.

En el caso de un sistema de primer orden, no
se utiliza el pardmetro &, por lo cual el
modelo para ¥; se expresa como indica la
expresion (13).

T “Modelo(....) (13)

Este problema se puede resolver facilmente
utilizando software de optimizacion
especializado, mediante programacion lineal
u algun otro.

Una vez obtenidos los parametros ajustados,
éstos se reemplazan en las expresiones (3) y
(5) para obtener las funciones de
transferencias respectivas.

4. CASO DE ESTUDIO

Para simular un sistema SISO LTI se utiliz6 el
software de Matematica e Ingenieria
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MATLAB, en el cuél se definié una funcién de
transferencia particular, se aplic6 una sefial
escalén unitario y se obtuvo un conjunto de
datos de salida. La Figura 4 muestra el
sistema SISO empleado, donde a partir de
una sefal de escalén unitario se genera una
sefal de salida que se almacena en un vector
llamado “out”.

nE N

Step Sistema Original Out

Figura 4. Obtencion de datos de salida.

Una vez que los datos estan disponibles, se
utiliza un script programado en leguaje m
que resuelve el problema de optimizacion. La
razén del por qué programar un script, en
vez de utilizar una herramienta existente, se
debe a dos razones principales: 1) tener
control sobre el procedimiento de
optimizacion y 2) aprovechar la potencia de
MATLAB en el manejo de matrices y su
interaccion con el ambiente de simulacion
Simulink.

La Tabla 1 muestra el detalle de la salida del
script, donde aparecen calculadas las
funciones de transferencia G1, G2, G3 y G4,
que corresponden al sistema de primer
orden, segundo orden sobre-amortiguado,
segundo orden criticamente amortiguado y
segundo orden sub-amortiguado.

Luego de obtener el ajuste, las funciones G1,
G2, G3 y G4 se cargan automaticamente en
el modelo de prueba creado en Simulink
(Figura 5) para medir el error cuadratico
medio. El esquema de la Figura 5, muestra el
sistema original (en negro) y cuatro bloques
en paralelo que contienen las funciones de
transferencia.

El error cuadratico medio de la curva que
mejor se ajusta, es del orden de 2*107%? [U2]
(unidades cuadradas) en promedio. Por otra
parte, la que menos se ajusta, en promedio,
presenta un error de 3,8*107 [U2].

En base a la informacién entregada por las
graficas de las Figuras 7, 8, 9, 10, 11, 12 y
13, donde la linea azul corresponde a la
salida del sistema original y la roja a la salida
estimada por los modelos; se hace evidente
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que el modelo que mejor describe el sistema
objetivo corresponde al de segundo orden
subamortiguado, reportando un error del
orden 10%. En los otros casos, visualmente
los modelos no presentan el ajuste esperado,
en particular en el “peak” oscilante sobre el
nivel de referencia, por lo tanto no des criben
correctamente la dinamica del sistema y
deben ser descartados.

Tabla 1. Salida del scritp de ajuste.

>=> jdent
1) Eliminando tiempo muerto

2) modelo de primer orden

Continuous-time transfer function.

3) modelo de segundo orden
sobreamortiguado

SN2 +17.6s + 64
Continuous-time transfer function.

4) modelo de segundo orden criticamente
amortiguado

SN2 +14.8s + 54.76

Continuous-time transfer function.
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5) modelo de segundo orden
subamortiguado

G4 =

sN2 +5s+ 25

Continuous-time transfer function.

== 1L el ==

Dracreawad e

Figura 5. Modelo Simulink.
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Figura 6. Salida del modelo utilizando G1.
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Figura 7. Error utilizando G1.
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Figura 8. Salida del modelo utilizando G2.

az

[} 5 0 15 0 = £

Figura 9. Error utilizando G2.

@ 5 L 15 = =

Figura 10. Salida del modelo utilizando G3.
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L 5 1o 15 m = 0

Figura 11. Error utilizando G3.
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Figura 12. Salida del modelo utilizando G4
(mejor ajuste).

I - -‘_|“ :rl-“ | __' min
‘ i Hil

U

Figura 13. Error utilizando G4.

5. CONCLUSIONES

El trabajo presentado aporta un método
concreto capaz de llevar a la practica la
formulacién tedrica de la identificacion de
sistemas SISO LTI. El caracter pedagégico de
la propuesta, permite su implementacién en
practicamente cualquier lenguaje de
programacion. En particular, el uso de Matlab
y Simulink permiten realizar de manera
simple una validacion de los modelos y sus
ajustes mediante la comparacién de su error
cuadratico medio con respecto a la respuesta
del sistema original.

Un aspecto que no aparece en forma explicita
en el trabajo presentado, corresponde a la
presencia de tiempos muertos en la sefa de
salida. Este fenémeno, ocurre cuando la
sefial de salida caracteristica del sistema esta
desplazada en el tiempo. Si bien, por
simplicidad, este aspecto fue excluido del
modelo matematico, los datos obtenidos en
Simulink presentaron un tiempo muerto de
un segundo. En un principio, el
desconocimiento de este hecho dificulté el
proceso de ajuste. Para resolver el
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inconveniente, se incorporé un fragmento de
codigo al inicio del script que elimin6 el
problema desplazando la sefial al origen.
Luego de esto, el sistema proporcioné un
ajuste satisfactorio.

En base a los resultados, el peor ajuste
obtenido es del orden de 3*1073, lo que se
podria considerar un error pequefio. De
acuerdo a esto, un sistema desconocido
podria modelarse tanto por un modelo de
primer o segundo grado. En particular, esto
se vuelve atil para sistemas sobre-
amortiguados o criticamente amortigua- dos,
los cuales podrian ser modelados por un
sistema de primer orden. En el caso de un
sistema sub-amortiguado no es conveniente
esta simplificacion, dado que no alcanza a
capturar el sobre impulso caracteristico.
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