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RESUMEN 
 
En este artículo demostramos que la suma de dos funciones fuzzy ݃ܪ-diferenciables no 
necesariamente es ݃ܪ-diferenciable, existen resultados de este tópico en la literatura que no son 
correctos. 
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ABSTRACT 
 
In this article we show that the sum of two fuzzy ݃ܪ-differentiable functions is not necessarily ݃ܪ- 
differentiable, there are results of this topic in the literature that are not correct. 
 
Keywords: Fuzzy functions, ݃ܪ-differentiable function, fuzzy sets. 
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1. Preliminar 
 
Definición 1. Consideremos un conjunto 
universo ܺ. Un conjunto fuzzy de ܺ es una 
función ߤ:ܺ → [0,1]. Esta función ߤ(·) , 
(llamada también función de pertenencia), 
representa el grado de pertenencia de ݔ al 
conjunto fuzzy ߤ , donde los grados de 
pertenencia 0 y 1, representan la no 
pertenencia y la pertenencia total del 
elemento al conjunto fuzzy, mientras que 
0 < ߤ < 1  representa la pertenencia parcial 
del elemento al conjunto fuzzy. 
 
La función de pertenencia ߤ(·) caracteriza 
completamente al conjunto fuzzy ߤ. 
 
Para buscar una relación entre las 
propiedades que ya conocemos y los 
conjuntos fuzzy, se definen los ߙ-nivel de ߤ. 
 
Definición 2. Sea ߤ:ܺ → [0,1] un conjunto 
fuzzy, entonces el  ߙ-nivel de ߤ es definido 
como 
 

ఈ[ߤ] = ݔ} ∈ (ݔ)ߤ/ܺ ≥  {ߙ
 
con 0 < ߙ ≤ 1.  Para ߙ = 0 tenemos que, [ߤ] 
es la clausura del conjunto {ݔ ∈ (ݔ)ߤ/ܺ > 0}, es 
decir 
 

[ߤ] = (ߤ)ݑݏ = ݔ} ∈ (ݔ)ߤ/ܺ > 0}തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത, 
 
llamado el soporte de ߤ. 
 
Definición 3. Dado un conjunto fuzzy ߤ en 
ܴ, consideremos las siguientes definiciones 
  ఈ es compacto para todo[ߤ] es compacto si ߤ
ߙ ∈ [0,1]. 
 
  ఈ es convexo para todo[ߤ] es convexo si ߤ
ߙ ∈ [0,1]. 
 
݇ es Lipschitz si existe ߤ > 0 tal que | (ݔ)ߤ−
|(ݕ)ߤ ≤ ݔ‖݇ − ,ݔ para todos ‖ݕ ݕ ∈  .(ߤ)ݑݏ 
 
 y es denotado ߤ ଵ es llamado el núcleo de[ߤ]
por (ߤ)݁ݎܥ =  .ଵ[ߤ]
 
Denotaremos por  ܨ(ܴ) al espacio de los 
conjuntos fuzzy compactos en ܴ y por ܨ(ܴ) 
al espacio de los conjuntos fuzzy compactos 
y convexo en ܴ. 
 

Entre los distintos conjuntos fuzzy, que son 
definidos en un conjunto universo, existen 
conjuntos fuzzy definidos en el conjunto de 
los números reales y que cumplen ciertas 
propiedades y son llamados intervalos fuzzy, 
es un concepto importante en la modelación 
de ciertos fenómenos, en el análisis 
matemático fuzzy y sus aplicaciones. 
 
Definición 4. Si ߤ ∈  es ߤ (ܴ) diremos queܨ
un intervalo fuzzy. 
 
Si ߤ ∈  (ܴ) entonces tenemos que los nivelesܨ
son intervalos cerrados y acotados el cual 
denotamos por  
 
ఈ[ߤ] = ቂߤఈ ߙ ఈቃ  para todoߤ, ∈ [0,1]. 
 
A seguir tenemos una caracterización de 
intervalos fuzzy. 
 
Teorema 1 [4] Sea ߤ:ܴ → [0,1] un conjunto 
fuzzy. ߤ es un intervalo fuzzy si y solo si se 
satisfacen las siguientes condiciones: 
 
ݔ es normal, es decir, existe ߤ ∈ ܴ tal que 
(ݔ)ߤ = 1. 
 
ݔݐ)ߤ ,es convexo fuzzy, es decir ߤ + (1 − (ݕ(ݐ ≥
ݐ∀  ,{(ݕ)ߤ,(ݔ)ߤ}݊݅݉ ∈ ,ݔ ,[0,1] ݕ ∈ ܴ. 
 
 es semicontinua superiormente en ܴ, es ߤ
decir, ∀ߝ > ߜ ∃ ,0 > 0 tal que (ݔ)ߤ − (ݔ)ߤ <  si ߝ
ݔ| − |ݔ <  .ߜ
 
 es de soporte compacto, es decir, la ߤ
clausura del conjunto {ݔ ∈ (ݔ)ߤ/ܺ > 0}, 
denotado por {ݔ ∈ (ݔ)ߤ/ܺ > 0}തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത, es compacto. 
 
En vez de escribir ܨ(ܴ) escribiremos 
simplemente ܨ. 
 
Los intervalos fuzzy triangulares son tipos 
especiales de intervalos fuzzy que están bien 
determinados por tres números reales 
ܽ ≤ ܾ ≤ ܿ . Escribiremos ෨ܾ = (ܽ, ܾ, ܿ) que denota 
un intervalo fuzzy ෨ܾ con núcleo o 1-nivel 
dado por el singleton {ܾ} y los ߙ-niveles son 
 
ൣ ෨ܾ൧ఈ = [ܽ + (ܾ − ܿ,ߙ(ܽ − (ܿ − ߙ∀ , [ߙ(ܾ ∈ [0,1]. 

 
Un caso particular de intervalo fuzzy 
triangular son los números ܽ ∈ ܴ con función 
de pertenencia dada por  ߯, donde ߯ es la 
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función característica del conjunto ܣ. 
Considerando la función característica de un 
intervalo cualquiera ܣ = ൣܽ,ܽ൧ es un intervalo 
fuzzy tal que [߯]ఈ = ߙ para todo ܣ ∈ [0,1]. 
 
Para los intervalos fuzzy, ݒ,ݑ ∈  ,ܨ
representado por ൣݑఈ,ݑఈ൧  y ൣݒఈ,ݒఈ൧  
respectivamente, y para cualquier número 
real λ, se define la adición ݑ +  y la ݒ
multiplicación por escalar λݑ como sigue 
 

ݑ) + (ݔ)(ݒ = sup
௬ା௭ୀ௫

 ,{(ݖ)ݒ,(ݕ)ݑ}

 

(λݑ)(ݔ) = ൞
ݑ ቀ

ݔ
λ
ቁ λ ݅ݏ  ≠ 0,

λ   ݅ݏ         0  = 0.

 

 
Sabemos que, para todo ߙ ∈ [0,1], 
 
ݑ] + ఈ[ݒ = ቂ൫ݑ + ൯ݒ

ఈ
, ൫ݑ + ఈݑൣ=൯ఈቃݒ + ఈݒ ఈݑ, +                                           ,ఈ൧ݒ

(1) 
 
y 
  
ఈ[ݑߣ] = ቂ൫ݑߣ൯

ఈ
, ൫ݑߣ൯

ఈ
ቃ = ఈ[ݑ]ߣ = ఈ൧ݑ,ఈݑൣߣ =

ൣ݉í݊൛ݑߣఈ, ఈݑߣ൛ݔఈൟ,݉áݑߣ  ఈൟ൧.     (2)ݑߣ,
 
 
Dados ݒ,ݑ ∈  , se define la distancia entreܨ
 por ݒ ݕ ݑ
 
(ݒ,ݑ)ܦ = supఈ∈[,ଵ] ఈ[ݑ])ܪ , (ఈ[ݒ] = sup

ఈ∈[,ଵ]
݉áݔ൛หݑఈ −

,ఈหݒ ఈݑ| −  .ఈ|ൟݒ
 
Consideremos ሚ݂:ܴ →  . una función fuzzyܨ
Para cada ߙ ∈ [0,1], denotamos por ሚ݂ la 
familia de funciones con valores intervalos 
ሚ݂
ఈ:ܴ →  dada por ሚ݂ܭ

ఈ(ݔ) = ൣ ሚ݂(ݔ)൧
ఈ
. Para 

cualquier ߙ ∈ [0,1],  denotamos  
 

ሚ݂ఈ(ݔ) = ቂ ఈ݂(ݔ),݂ఈ(ݔ)ቃ = ቂ݂(ݔ,ߙ), ,ߙ)݂  .ቃ(ݔ
 
Para cada ߙ ∈ [0,1], las funciones extremo 
ఈ݂ ,݂ఈ:ܵ → ܴ son llamadas funciones inferior e 

superior de ݂,෩  respectivamente. 
 
Un concepto fundamental para la obtención 
de una definición útil de derivada de 
funciones fuzzy, está una adecuada 

diferencia entre dos intervalos fuzzy. Con 
este fin tenemos la siguiente definición. 
 
Definición 5. [6] Dados dos intervalos fuzzy 
 la diferencia generalizada de Hukuhara ,ݒ ݕ ݑ
 ,ݓ es el intervalo fuzzy (diferencia-ܪ݃)
 

ݒӨுݑ = ݓ ↔ ൝
ݑ  (݅) = ݒ + ,ݓ


ݒ   (݅݅) = ݑ + .ݓ(1−)

 

 
 
Es fácil demostrar que (݅) ݕ (݅݅) son ambos 
válidos si y solo si ݓ es un un número crisp . 
Note que el caso (݅)  coincide con la 
diferencia de Hukuhara (ver [5]) y así la ݃ܪ-
diferencia es un concepto más general que la 
 .diferencia-ܪ
 
Si ݑӨுݒ existe entonces, en términos del 
conjunto ߙ-nivel, tenemos que 
 
൧ݒӨுݑൣ

ఈ
= ఈ[ݒ]ఈӨு[ݑ] = ൣ݉í݊൛ݑఈ ఈݑ}ݔఈൟ,݉áݒ− −

 ,ఈ}൧ݒ
 
Para todo ߙ ∈ [0,1], donde [ݑ]ఈӨு[ݒ]ఈ denota 
la ݃ܪ-diferencia entre dos intervalos. 
 
 
2. Función fuzzy ࡴࢍ-diferenciable 
 
 Ahora presentamos el concepto de funciones 
fuzzy ݃ܪ-diferenciables basada en la ݃ܪ-
diferencia de intervalos fuzzy. 
 
Definición 6. [1] La ݃ܪ-derivada de una 
función fuzzy ሚ݂:ܶ → ݔ  enܨ ∈ ܶ es definida 
como 
 

ሚ݂ᇱ(ݔ) = lim
→

1
ℎ
ൣ ሚ݂(ݔ + ℎ)Өு ሚ݂(ݔ)൧. 

 
Si ሚ݂ᇱ(ݔ) ∈   existe, diremos que ሚ݂ esܨ
generalizada Hukuhara diferenciable (݃ܪ-
diferenciable) en ݔ. 
 
Notemos que basados en la ݃ܪ-diferencia de 
intervalos, el concepto de ݃ܪ-
diferenciabilidad para funciones con valores 
intervalos es introducido en [7]. 
 
En esta sección, estamos interesados en la 
relación entre la ݃ܪ-diferenciabilidad de una 
función fuzzy ሚ݂ y la ݃ܪ-diferenciabilidad de la 
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familia de funciones con valores intervalos ሚ݂ఈ. 
También estamos interesados en la conexión 
entre la ݃ܪ-diferenciabilidad de una función 
fuzzy ሚ݂ y la diferenciabilidad de las funciones 
extremo ఈ݂  .ఈ (ver [3], [2])݂ ݕ 
 
Teorema 2 Si ሚ݂:ܶ →  diferenciable-ܪ݃  esܨ
en ݔ ∈ ܶ, entonces ሚ݂ఈ es ݃ܪ-diferenciable en 
ߙ  uniformemente enݔ ∈ [0,1] y  
ሚ݂ఈᇱ(ݔ) = ൣ ሚ݂ᇱ(ݔ)൧

ఈ
, 

para todo ߙ ∈ [0,1]. 
 
El siguiente ejemplo nos muestra que la 
recíproca del Teorema anterior no es válida. 
 
Ejemplo 1. Sea ሚ݂: [0,1] →   definida por losܨ
  niveles como-ߙ
 

ൣ ሚ݂(ݔ)൧
ఈ

= ൞
[1 − ,ݔ 1 +  ݅ݏ [ݔ

1
2 < ߙ ≤ 1

[0,1 + 0 ݅ݏ          [ݔ ≤ ߙ ≤
1
2

 

 
Sea ݔ ∈ (0,1), para cada ߙ ∈ [0,1] tenemos 
que ሚ݂ఈ es ݃ܪ-diferenciable en ݔ 
uniformemente en ߙ ∈ [0,1] y  
 

෫(ݔ)݂
ఈ
ᇱ (ݔ) = ൞

 ݅ݏ [1,1−]
1
2 < ߙ ≤ 1

0 ݅ݏ   [0,1] ≤ ߙ ≤
1
2

 

 
Observamos que ൛݂(ݔ)෫

ఈ
ᇱ ൟ(ݔ)

ఈ∈[,ଵ]  no son los 
niveles de un intervalo fuzzy. Por lo tanto  ሚ݂ 
no es  ݃ܪ-diferenciable. 
En general, tenemos el siguiente resultado 
que conecta la ݃ܪ-diferenciabilidad de ሚ݂ y la 
diferenciabilidad de las funciones extremos 
ఈ݂  .ఈ݂ ݕ 

 
Teorema 3  Sea ሚ݂:ܶ →  . una función fuzzyܨ
Si ሚ݂  es ݃ܪ-diferenciable en ݔ ∈ ܶ entonces 
uno de los siguientes casos se cumple: 
ఈ݂  , ݔ ఈ son diferenciables en݂ ݕ 

uniformemente en ߙ ∈ [0,1] y 
 
ൣ ሚ݂ᇱ(ݔ)൧

ఈ
=

ቂ݉í݊ ቄቀ ఈ݂ቁ
ᇱ
,(ݔ) ൫݂ఈ൯

ᇱ
ቅ(ݔ) ,݉áݔ ቄቀ ఈ݂ቁ

ᇱ
,(ݔ) ൫݂ఈ൯

ᇱ
 ቅቃ(ݔ)

ߙ∀ , ∈ [0,1]; 
 

ቀ ఈ݂ቁ
ି

ᇱ
ቀ ,(ݔ) ఈ݂ቁ

ା

ᇱ
൫݂ఈ൯ି ,(ݔ)

ᇱ
y  ൫݂ఈ൯ା (ݔ)

ᇱ
 (ݔ)

existe, uniformemente en ߙ ∈ [0,1], y 
satisface 
 
ቀ ఈ݂ቁ

ି

ᇱ
(ݔ) = ൫݂ఈ൯ା

ᇱ
y  ቀ   (ݔ) ఈ݂ቁ

ା

ᇱ
(ݔ) = ൫݂ఈ൯ି

ᇱ
  .(ݔ)

 
Además,  
 
ൣ ሚ݂ᇱ(ݔ)൧

ఈ

= ቂ݉í݊ ቄቀ ఈ݂ቁ
ି

ᇱ
,(ݔ) ൫݂ఈ൯ି

ᇱ
ቅ (ݔ) ,݉áݔ ቄቀ ఈ݂ቁ

ି

ᇱ
,(ݔ) ൫݂ఈ൯ି

ᇱ
 ቅቃ(ݔ)

                                                                      
= 
ቂ݉í݊ ቄቀ ఈ݂ቁ

ା

ᇱ
,(ݔ) ൫݂ఈ൯ା

ᇱ
ቅ (ݔ) ,݉áݔ ቄቀ ఈ݂ቁ

ା

ᇱ
,(ݔ) ൫݂ఈ൯ା

ᇱ
 ,ቅቃ(ݔ)

 
ߙ ∀    ∈ [0,1]. 
 
En 2016 en [2] se da una nueva 
caracterización de la ݃ܪ-derivada. 
 
Teorema 4  Sea ሚ݂:ܶ →   una función fuzzy yܨ
ݔ ∈ ܶ.  Entonces ሚ݂  es ݃ܪ-diferenciable en ݔ si 
y solo si uno de los siguientes cuatro casos 
se cumple: 
 
(ܽ)  ఈ݂ ݕ ݂ఈ son diferenciables en ݔ , 

uniformemente en ߙ ∈ [0,1], ቀ ఈ݂ቁ
ᇱ

 es (ݔ)

monótona creciente y ൫݂ఈ൯
ᇱ
 es monótona (ݔ)

decreciente como funciones de ߙ y ቀ ଵ݂ቁ
ᇱ

(ݔ) ≤

൫݂ଵ൯
ᇱ
 En este caso .(ݔ)

 
ሚ݂ఈᇱ(ݔ) = ቂቀ ఈ݂ቁ

ᇱ
,(ݔ) ൫݂ఈ൯

ᇱ
 ,ቃ(ݔ)

 
para todo  ߙ ∈ [0,1]. 
 
(b) ఈ݂  , ݔ ఈ son diferenciables en݂ ݕ 

uniformemente en ߙ ∈ [0,1], ቀ ఈ݂ቁ
ᇱ

 es (ݔ)

monótona decreciente y ൫݂ఈ൯
ᇱ
 es monótona (ݔ)

creciente como funciones de ߙ y ൫݂ଵ൯
ᇱ
(ݔ) ≤

ቀ ଵ݂ቁ
ᇱ

 En este caso .(ݔ)
 

ሚ݂
ఈ
ᇱ(ݔ) = ቂ൫݂ఈ൯

ᇱ
ቀ,(ݔ) ఈ݂ቁ

ᇱ
 ,ቃ(ݔ)

para todo  ߙ ∈ [0,1]. 
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(c) ቀ ఈ݂ቁ
ା/ି

ᇱ
ି/y  ൫݂ఈ൯ା (ݔ)

ᇱ
 existen    (ݔ)

uniformemente en ߙ ∈ [0,1] , ቀ ఈ݂ቁ
ା

ᇱ
(ݔ) =

൫݂ఈ൯ି
ᇱ

  es monótona creciente y (ݔ)

൫݂ఈ൯ା
ᇱ

(ݔ) =  ቀ ఈ݂ቁ
ି

ᇱ
 es monótona decreciente (ݔ)

como función de ߙ y ቀ ଵ݂ቁ
ା

ᇱ
(ݔ) ≤ ൫݂ଵ൯ା

ᇱ
 En .(ݔ)

este caso 
 

ሚ݂
ఈ
ᇱ(ݔ) = ቂቀ ఈ݂ቁ

ା

ᇱ
,(ݔ) ൫݂ఈ൯ା

ᇱ
ቃ(ݔ) =

ቂ൫݂ఈ൯ି
ᇱ

,(ݔ) ቀ ఈ݂ቁ
ି

ᇱ
 ,ቃ(ݔ)

 
para todo  ߙ ∈ [0,1]. 

 
(d)  ቀ ఈ݂ቁ

ା/ି

ᇱ
ି/y  ൫݂ఈ൯ା (ݔ)

ᇱ
 existen    (ݔ)

uniformemente en ߙ ∈ [0,1], ቀ ఈ݂ቁ
ା

ᇱ
(ݔ) =

൫݂ఈ൯ି
ᇱ

  es monótona decreciente y (ݔ)

൫݂ఈ൯ା
ᇱ

(ݔ) =  ቀ ఈ݂ቁ
ି

ᇱ
 es monótona creciente (ݔ)

como función de ߙ y ൫݂ଵ൯ା
ᇱ

(ݔ) ≤ ቀ ଵ݂ቁ
ା

ᇱ
 En .(ݔ)

este caso 
              

ሚ݂
ఈ
ᇱ(ݔ) = ቂ൫݂ఈ൯ା

ᇱ
ቀ,(ݔ) ఈ݂ቁ

ା

ᇱ
ቃ(ݔ) =

ቂቀ ఈ݂ቁ
ି

ᇱ
,(ݔ) ൫݂ఈ൯ି

ᇱ
 ,ቃ(ݔ)

para todo  ߙ ∈ [0,1]. 
 
 
3. Suma de funciones ࡴࢍ-diferenciables 
 
En esta sección veremos que la suma de 
funciones ݃ܪ-diferenciables no es 
necesariamente ݃ܪ-diferenciable. 
Consideremos el siguiente ejemplo. 
 
Ejemplo 2  Sean las funciones  ݂ ,݃: (0,1) →  ܨ
definidas por 
 
(ݔ)݂ = (ݔ)݃  ଶ  yݔ(0,1,2) = (1,2,3)(1−  ,(ଶݔ
 
Cuyos niveles son 
 
ఈ[(ݔ)݂] = ,ଶݔߙ] (2 −    ଶ]  yݔ(ߙ

ఈ[(ݔ)݃] = ߙ)] + 1)(1− ,(ଶݔ (3− −1)(ߙ  .[(ଶݔ
 
Calculando la ݃ܪ-derivada tenemos 
 
ఈ[(ݔ)′݂] = ,ߙݔ2] −2)ݔ4    y  [(ߙ
ఈ[(ݔ)′݃] = 3)ݔ2−] −  .[(+1)ݔ2−,(ߙ

Según el Teorema anterior ݂ es (a)-݃ܪ-
diferenciable y ݃ es (b)-݃ܪ-diferenciable , por 
otro lado calculemos ݂ + ݃ 
 

[(݂ + ఈ[(ݔ)(݃ = ߙ] + 1− ଶݔ , 3− ߙ −  .[ଶݔ
 
Por otro lado 
 

ఈ[(ݔ)′݂] + ఈ[(ݔ)′݃] = ߙ2)ݔ2] − 3), 1)ݔ6 −  .[(ߙ
 
Podemos ver que los niveles  
 

[(݂ + ఈ[(ݔ)′݂]   ఈ  y[(ݔ)(݃ +  ఈ[(ݔ)′݃]
 
son distintos.  
 
Cuáles serán las condicione para que se 
cumpla la igualdad 
 
Teorema 5  Sean ݂,݃:ܶ →   dos funcionesܨ
fuzzy (a)-݃ܪ-diferenciable entonces ݂ + ݃ es 
(a)-݃ܪ-diferenciable y además  

(݂ + ݃)ᇱ(ݔ) = ݂ᇱ(ݔ) + ݃ᇱ(ݔ). 
 
Demostración. 
 
Sea  
      [(݂ + ఈ[(ݔ)(݃ = ቂቀ݂ + ݃ቁ

ఈ
,(ݔ) ൫݂ + ݃൯ఈ(ݔ)ቃ y 

supongamos que es (a)-݃ܪ-diferenciable, 
entonces 
 

[(݂ + ఈ[(ݔ)(݃ = ቂቀ݂ + ݃ఈቁ
ᇱ

,(ݔ) ൫݂ + ݃ఈ൯
ᇱ
 ቃ(ݔ)

= ቂቀ ఈ݂ቁ
ᇱ

(ݔ) + ቀ݃ఈቁ
ᇱ
,(ݔ) ൫݂ఈ൯

ᇱ
(ݔ) + ൫݃ఈ൯

ᇱ(ݔ)ቃ 

= ቂቀ ఈ݂ቁ
ᇱ

,(ݔ) ൫݂ఈ൯
ᇱ
+ቃ(ݔ) ቂቀ݃ఈቁ

ᇱ
,(ݔ) ൫݃ఈ൯

ᇱ(ݔ)ቃ 
ఈ[(ݔ)′݂]= +  .ఈ[(ݔ)′݃]
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