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RESUMO

Um interesse frequente na andlise de sobrevivéncia é a modelagem de multiplos tempos de
ocorréncia para diferentes eventos e as relagoes entre eles. Neste trabalho, é proposto um
novo modelo para tempos de vida bivariados através da cépula Farlie-Gumbel-Morgenstern
com marginais seguindo a distribuicao A. E feita uma breve introdugao da recente distri-
buigdo A e o processo inferencial Bayesiano para a deteccdo de observagoes influentes. E
feito um estudo de simulacao com perturbagao artificial dos dados, seguido pela aplicagao
em um contexto real de tempos até a realizacao da cirurgia de apendicectomia em gémeos
australianos. Também é considerada a anélise do efeito de um medicamento no tempo de
reacao de ratos de laboratério com diferentes niveis de chumbo no organismo. Os resulta-
dos observados mostram que o modelo é robusto a valores outliers, podendo ser um forte
candidato em contextos de dados com forte assimetria a direita. Também, a distribuicao
A se mostra flexivel a tempos de vida distantes de zero, diferentemente de distribuicoes
uniparamétricas usuais como Exponencial, Lindley e Rayleigh.

Palabras claves: Anadlise de sobrevivéncia; inferéncia Bayesiana; andlise de influéncia;
copulas; dados bivariados.

ABSTRACT

A frequent interest in survival analysis is the modeling of multiple occurrence times for
different events and the relationships between them. In this work, a new model for bivariate
lifetimes is proposed using the Farlie-Gumbel-Morgenstern copula with marginals following
the A distribution. A brief introduction to the recent A distribution and the Bayesian
inferential process for detecting influential observations is provided. A simulation study with
artificially perturbed data is conducted, followed by application in a real context of times
until appendectomy surgery in Australian twins. It is also considered an analysis of the
effects of a medication in the reaction times of lab mice with different lead concentrations in
their bodies. The observed results demonstrate that the model is robust to outliers, making
it a strong candidate in data contexts with strong right skewness. Additionally, distribution
A proves to be flexible for lifetimes far from zero, unlike usual uniparametric distributions
such as Exponential, Lindley, and Rayleigh.

Keywords: Survival analysis; Bayesian inference; influence analysis; copulas; bivariate
data.
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1 Introducao

A modelagem de dados de sobrevivéncia bivaria-
dos e multivariados no geral é um tépico muito de-
senvolvido na literatura e de crescente relevancia
no estudo da Estatistica. Tempos de vida biva-
riados correspondem a presenca de dois tempos
de ocorréncia distintos para um mesmo individuo.
Tais problemas sao muito comuns na area médica,
envolvendo estudos relacionados a diversas catego-
rias, como o estudo de pacientes com HIV positivo
[28, 24], retinopatia diabética [32, 23], problemas
renais [21] e ocorréncia de céries em criancas [9].
Em particular, neste trabalho exploramos os tem-
pos até a realizacao da cirurgia de apendicecto-
mia de gémeos australianos, apresentado por [13],
que enfatiza a presenca de efeitos genéticos na
doenga. Ainda, consideramos a extensdo do mo-
delo proposto para o contexto de regressao, ana-
lisando tempos de reacao de ratos de laboratério
com diferentes niveis de concentracao de chumbo
no organismo. Este conjunto de dados foi anali-
sado por [8], que considerou um modelo multiva-
riado com marginais com distribuigdo Weibull. A
partir destes exemplos podemos perceber a grande
variedade de aplicagoes da teoria de analise de so-
brevivéncia bivariada.

Além de ser muito relevante na drea médica, esta
drea se estende a contextos mais amplos. [5]
aplicam um modelo de fragilidade bivariado com
fragdo de cura para a modelagem de tempos as-
sociados ao escore de crédito de clientes em uma
empresa brasileira. [11] também passam a aplicar
métodos baseados em cépulas para a modelagem
de tempos relacionados a seguros de vida. O in-
teresse recente na aplicagao de modelos de sobre-
vivéncia para outros contextos além da satde pode
caracterizar uma nova grande expansao desta area
do conhecimento para intimeras outras areas nos
préximos anos.

Como pode ser percebido na breve revisao literaria
acima, duas grandes abordagens se sobressaem ao
tratarmos dados de sobrevivéncia bivariados. A
primeira consiste na inducao de um modelo multi-
variado a partir da insercao de coeficientes de fra-
gilidade ao modelo, o qual passa a ser responsavel
pela dependéncia entre as varidveis. A segunda
abordagem, muito empregada em trabalhos re-
centes, é a suposicao de que a dependéncia en-
tre as varidaveis modeladas pode ser descrita por
uma familia de fungées cépulas. Esta abordagem
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possibilita uma grande flexibilidade na escolha das
distribuicoes marginais dos dados, ja que a esco-
lha da funcao cépula pode ser feita de maneira
completamente independente.

Este trabalho apresenta um novo modelo, base-
ado na cépula FGM, em que os modelos margi-
nais sao caracterizadas pela recente distribuicao
A. O artigo é dividido da seguinte forma: na segéo
2 é apresentada a distribuicdo A e algumas pro-
priedades de interesse, na secao 3 é formulado
o modelo bivariado e estipulado o processo infe-
rencial Bayesiano. Também introduzimos a me-
todologia de andlise de observagoes influentes e
os métodos de comparagao entre diferentes mo-
delos aplicados aos conjuntos de dados para a ve-
rificacao de bondade de ajuste. A secao 4 conta
com estudos de simulagao do novo modelo e com
duas aplicagoes em dados reais, correspondendo a
idade em que gémeos australianos passaram por
cirurgias de apendicectomia e aos dados referentes
a ratos de laboratério, mencionados acima. Na
secao 5 é feita uma breve conclusao com os prin-
cipais resultados encontrados com esta pesquisa.

2 Distribuicao A: Proprieda-
des

A distribuicao A foi introduzida por [1] com o in-
tuito de desenvolver um novo modelo que possa
competir com outras alternativas uniparamétricas
positivas, como a distribuigao Exponencial e Ray-
leigh, por exemplo. Dizemos que a varidvel
aleatdria X > 0 segue uma distribuicao da familia
A, se sua funcao densidade pode ser expressa por

{3 (e (2)) <51

I5) T T

com z > 0, 8 > 0. De fato, a familia de dis-
tribuicoes A corresponde a um caso particular
da familia Gompertz inversa, com parametro de
forma « igual a 1 (veja [14]). A partir desta de-

finicdo, obtemos que a sua respectiva funcao de
sobrevivéncia pode ser expressa como

st=1-en {2 (e (2)) W

em que x > 0, 8 > 0. Na Figura 1 sao apre-
sentados os graficos correspondentes as funcoes de

f(x) = g exp
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densidade, sobrevivéncia e risco. A seguir sao dis-
postas algumas propriedades desta distribuicao, as
quais sdo mencionadas no artigo original de [1]:

e A sua funcao de risco aumenta até um ponto
de méaximo global e decresce a zero para va-
lores de x superiores (forma de banheira in-
vertida). A funcado de risco pode ser expressa
por

B

«()

T ()]

O quantil ¢ da distribuigdo A pode ser obtido
por

B

= 0<g<l
log (1 — Blogq)

Lq

A moda da distribuicado A pode ser obtida
resolvendo a equagao

exp(f)—%c—ﬁz()

numericamente.

(2)

3 O modelo A bivariado ba-
seado na cépula FGM

3.1 Definicao do modelo

Uma funcdo cépula C pode ser interpretada
como uma distribuicao multivariada de um vetor
aleatério U = (Un,...,U,), cujas marginais U;,
i=1,...,p possuem distribuicao U(0,1), ou seja,
a expressao explicita de uma cépula representa

3)

Com base nesta distribuicao e no fato de que a
funcao de distribui¢ao F'(z) ~ U(0,1) para qual-
quer variavel aleatoria X com distribuicao F, uma
copula pode ser utilizada diretamente para a cons-
trugao de qualquer distribuigao multivariada com
marginais definidas, sendo a responsavel pela atri-
buigao da relagao entre as distribui¢oes marginais.
No caso particular deste artigo, estaremos utili-
zando a cépula FGM, que caracteriza relagoes de

Cuy ... up) =PUs <wuq,...,U, <uyp).
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dependéncia fraca entre as varidveis do modelo. A
familia de cépulas bivariadas, FGM, depende de
um parametro de dependéncia ¢ € [—1,1] e pode
ser expressa Como

O¢(U1, UQ) = U1U2 [1 + ¢(1 — ul)(l — UQ)] .

A baixa dependéncia entre as variaveis pode ser vi-
sualizada pela medida de concordéancia 7 de Ken-
dall (como descrito em [25]). Para o caso parti-
cular das cépulas FGM, temos 75 = 57, ou seja,
a dependéncia entre as duas varidveis resposta do
modelo varia no intervalo [ 2 2].

T 99
De forma mais formal, definiremos o modelo
bivariado com base em sua funcao de sobre-
vivéncia. Definimos o vetor aleatério bidimensi-
onal T'= (X,Y), com distribui¢des marginais se-
guindo a distribuicdo A, a partir da funcao de so-
brevivéncia

S(z,y|0) = P(X >z,Y >y)
= Cy(S(2), Sy(v)),

em que S, e Sy, representam a funcao de sobre-
vivéncia (1) com os parametros 3, e f3,, respecti-
vamente. Equivalentemente, escrevemos a fungao
densidade do novo modelo como

f(z,y|0) =
fo(@) fy(y) [T+ (1 — 285 (2)) (1 — 25, (y))] -

De forma a flexibilizar o modelo para o contexto
da andlise de sobrevivéncia, consideramos a pre-
senca de dados censurados a direita. Considere
que cada observacao t; = (z;,y;) é acompanhada
de um vetor indicador de censura 0; = (g, 0y:)
de modo que §,; e 0y sao iguais a um, respecti-
vamente se a primeira ou a segunda variavel sao
censuradas para o i-ésimo individuo, sendo iguais
a zero caso contrario. Considere também que o
vetor de parametros a ser estimado é dado por
0 = (B2, By, ¢). Neste caso, o logaritmo da funcéo
de verossimilhanga pode ser expresso como

(4)

0|z, y) = Zfi(ﬂ% vil0)
=1

Z {6a:i5yi log f¢ (.7}, y)

" (5)

+ (1 = 62¢)(1 — dy;) log Sy (4, yi)
+ (le(]. — (5y1) IOg (_Cba.’lj >

aS¢(Ii7 yz)

)}
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Figura 1: Graficos da densidade (a), fungao de sobr
A para diferentes valores do parametro (.

3.2 Processo inferencial

Para as secoes seguintes, a metodologia selecio-
nada para a estimacgao de parametros é dada por
métodos Bayesianos baseados no algoritmo Monte
Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), dada a
complexidade matematica envolvida neste tipo de
processo. Para a aplicacao da metodologia Baye-
siana, o primeiro passo é a definicao das distri-
buigoes a priori selecionadas para o modelo. Para
isso temos trés parametros 8 = (85, 8y, ¢), defini-
dos nos intervalos (0, 00), (0,00) e [—1, 1], respec-
tivamente. Assumiremos que os parametros pos-
suem as seguintes distribuicoes a priori:

Bz ~ Gama(0,001;0,001),
B, ~ Gama(0,001;0,001),
¢ ~U(=11).

Estas distribuicoes a priori foram escolhidas com
o propésito de reduzir o grau de informagao
atribuido a diferentes valores do espago pa-
ramétrico. Embora a atribuicao de uma priori
nao informativa seja um processo nada trivial e de
grande polémica, esta atribuigao traz uma solugao
rapida e facilmente aplicdvel no contexto pratico,
além de ser muito comum e ja reconhecida na lite-
ratura de trabalhos Bayesianos aplicados. O pro-
cesso inferencial foi realizado utilizando o pacote
R2jags, da linguagem R.

3.3 Anadlise de influéncia caso a caso

Uma vez definidas as distribui¢oes a priori, um
iltimo ponto importante a ser destacado é a iden-
tificacdo de pontos influentes e possiveis outliers
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evivéncia (b) e risco (c) associadas a distribuigao

presentes no conjunto de dados. Uma forma ge-
ral de identificacdo de pontos influentes no con-
texto Bayesiano se d4 na comparagao entre distri-
buigGes a posteriori dos pardmetros em diferentes
conjuntos de pontos utilizados para a estimacao
dos parametros do modelo. Para este trabalho uti-
lizamos a métrica de divergéncia v introduzida por
[26]. Seja D um conjunto de n observagdes e D(,) 0
mesmo conjunto, porém omitindo a observacao de
indice r. Sendo wp e D, a8 distribuigoes a pos-
teriori dos parametros correspondentes a ambos
os conjuntos definidos, a medida de divergéncia
para a observacgao r é definida como

Dy (7TT)7 TD(ry )=

em que 1 representa uma funcao con-
vexa  qualquer, contanto  que  satisfaga
P(1) =0. Neste trabalho utilizaremos qua-

tro métricas candidatas, sendo a divergéncia de
Kullback-Leibler  (¢(x) = —logz),  distancia
J  (W(z)=(z—1)loga), divergéncia  x?
(¥(z) = (z —1)%) e norma Ly (¢(z) = 3|z —1|).
A escolha destas fungoes é baseada nos trabalhos

de [12] e [33].

Pode ser mostrado que a divergéncia i pode ser
escrita como

Dy(wp,7p,,,) = E°'P {w (ﬁzi(ljé))] ’

em que y, € a observagao omitida em D,y e CPO,
representa a r-ésima ordenada preditiva, definida
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inicialmente por [17] e escrita como

Cﬂhz/ﬂwMﬂﬂmmw
~(0D) .

-]

e f representa a funcao densidade do modelo. Veja
que como consideramos a presenca de dados cen-
surados, podemos estender f para a contribuigao
que a r-ésima observagao tem sobre a verossimi-
lhanca, ou seja, no contexto do modelo definido em
(4), f(y,-10) = exp{l.(y,|0)}, sendo ¢, 0o mesmo da
expressao (5). Finalmente, obtendo uma amostra
Monte Carlo de tamanho @ da distribuicao a pos-
teriori do vetor de parametros, 8, podemos estimar
a divergeéncia ¥ da r-ésima observagao como

1 & CPO,
7TD77TD(T>) = @;1/) <W> ;o (6)

] -1
Uma vez calculados os valores das divergéncias
para cada observagao, estabelecemos que uma de-
terminada observagao do conjunto de dados é um
ponto influente com base no método sugerido pe-
los autores da divergéncia 1, em que o limiar para

a divergéncia é definido analogamente ao viés, p,
de uma moeda, sendo igual a

_ b)) + 920
2

~

Dy(

1

Q
— 1
CPO; = | =
Q;ﬁuw@>

—p)

(7)

Ao longo deste trabalho, consideramos que
p=0.9. Consequentemente, cada uma das qua-
tro métricas v selecionadas apresentard um limiar
correspondente, sendo possivel a deteccao de um
ponto como influente por uma métrica e nao influ-
ente por outra.

3.4 Meétricas de comparacao de mo-
delos

De forma a verificarmos a superioridade do modelo
proposto em relagao a outras alternativas de dis-
tribuicoes uniparamétricas, utilizaremos métricas
usuais de avaliacao de performance de modelos
Bayesianos, baseadas na funcdo deviance. As
métricas escolhidas foram o LPML (Log pseudo
marginal likelihood), DIC (Deviance information

criterion) [29], EAIC (Ezpected Akaike Informa-
tion Criterion) [4] e EBIC (Ezpected Bayesian In-
formation Criterion) [6].

Todos os demais modelos comparados ao modelo
A Dbivariado sao construidos de forma completa-
mente andloga a (4), com a modifica¢ao da especi-
ficacao das distribuigbes marginais, i.e. considera-
mos os modelos bivariados Exponencial , Lindley e
Rayleigh. O uso do modelo exponencial na litera-
tura de sobrevivéncia é extremamente vasto, tendo
suas origens em trabalhos como [10, 15]. A distri-
buicao Lindley foi estudada para o contexto de so-
brevivéncia por [19] e tem intimeras modificagoes,
como abordado em [18, 2, 16]. Finalmente, a dis-
tribuicao Rayleigh também é muito empregada na
literatura em trabalhos como [22, 7]. Mais traba-
lhos sobre o uso dessas distribuigoes sao referenci-
ados por [1].

4 Resultados

4.1 Estudo de simulacao

Foram realizadas 1000 réplicas do modelo A bi-
variado considerando como parametros reais os
valores B, = 2, By, = 5 e ¢ = Foram
realizados estudos considerando duas diferentes
configuracoes de censura para as observagoes do
vetor (X,Y), sendo respectivamente, (0%,0%) e
(20%,15%). Em cada configuragdo foram ava-
liadas a média das estimativas pontuais (média
a posteriori) dos pardmetros em conjunto com o
viés, erro quadratico médio e probabilidade de
cobertura do intervalo de credibilidade 95% des-
ses estimadores. Note que consideramos implici-
tamente uma funcao perda quadritica para a es-
timacao dos parametros do modelo neste caso.

As Tabelas 1 e 2 representam os resultados simu-
lados das duas diferentes configuragoes de censura
propostas. Como pode ser verificado, todos os re-
sultados sao esperados, com a diminuicao do erro
quadritico médio (EQM) & medida que o tama-
nho amostral aumenta e uma variacgao da proba-
bilidade de cobertura em torno do coeficiente de
credibilidade escolhido.

Para o estudo de simulagao referente a andlise de
diagnostico de observagoes influentes, é muito co-
mum a utilizagao de perturbagoes em tempos in-
dividuais a partir da soma do desvio-padrao da
amostra multiplicado por um fator fixo, usual-
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Tabela 1: Resultados dos estudos de simulacao Bayesiana considerando apenas observagoes nao cen-
suradas.

A L1 .. Probabilidade
n Parametro | Média Vicio EQM de Cobertura

Bz 2,0012  0,0012 0,0735 0,941
50 By 4,9900 -0,0100 0,1854 0,949

10) 0,4234 -0,1766 0,0944 0,977

Bz 1,9979 -0.0021 0,0380 0,930
100 By 49951 -0,0049 0,0938 0,94

10} 0,4900 -0,1100 0,0596 0,967

Bz 1,9976 -0,0024 0,0157 0,960
200 By 5,0028 0,0028 0,0438 0,949

10} 0,5640 -0,0360 0,0312 0,961

Bz 1,9943 -0,0057 0,0086 0,940
400 By 4,9969 -0,0031 0,0235 0,937

10} 0,5884 -0,0116 0,0179 0,944

Tabela 2: Resultados dos estudos de simulacao Bayesiana considerando censuras de 20% para X e 15%
para Y.

A L1 . Probabilidade
n Parametro | Média Vicio EQM de Cobertura

Bz 1,9971 -0,0029 0,0736 0,952
50 By 5,0239 0,0239 0,2021 0,955

10} 0,3863 -0,2137 0,1254 0,958

Bz 2,0099 0,0099 0,0370 0,950
100 By 5,0007  0,0007 0,0934 0,952

10} 0,4885 -0,1115 0,0644 0,965

Bz 1,9977 -0,0023 0,0172 0,951
200 By 5,0006 0,0006 0,0447 0,949

10} 0,5574 -0,0426 0,0328 0,961

Bz 1,9990 -0,0010 0,0083 0,961
400 By 5,0027 0,0027 0,0231 0,941

10} 0,5798 -0,0202 0,0217 0,938
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mente igual a 5 (veja [31, 30, 27, 3]). Consi-
derando a distribuicao A, entretanto, essa per-
turbacao apenas revela a robustez do modelo a ou-
tliers muito altos. Para verificarmos essa robustez,
consideramos uma amostra de tamanho n = 400
da distribuicdo A bivariada considerando os mes-
mos parametros do estudo acima. A observagao
de indice 305 foi selecionada, tendo ambos os seus
tempos de vida perturbados segundo as trans-
formagoes T305= T305 + 255, e 5305: Y305 + 255y,
em que S, e S, representam os desvios-padrao
amostrais dos tempos de X e Y.

Para a grande maioria dos modelos, a trans-
formagao proposta acima deveria resultar em valo-
res de divergéncia altissimas para a observagao de
indice 305. Pelo contrario, como evidenciado pela
Tabela 3, percebemos que a divergéncia estimada
segundo todas as funcées ¥ candidatas resultante
é menor que a divergéncia para a observacao ori-
ginal.

Assim, temos indicios de que o uso da distribuigao
A leva a modelos extremamente robustos a tempos
de vida muito altos. Em contrapartida, percebe-
se uma sensibilidade considerdvel para tempos
de vida inferiores. Consideramos agora uma si-
mulacao em que observagoes selecionadas ao acaso
sdo perturbadas para serem ligeiramente inferio-
res as demais. Para isso, utilizamos a perturbagao
representada por T;= 0,32 (1) Fi () + 0,652(1) e

Yi= 0,3y(1)Fz(y:) + 0,65y(1), em que F, e F), re-
presentam as funcoes de distribuigao de ambas
as varidveis X e Y, x(1) e y() representam as
primeiras estatisticas de ordem amostrais. Es-
sas transformagbes mapeiam os pontos para um
espaco ligeiramente inferior & menor observagao
amostrada. Dessa vez, de forma a simplificar o in-
tervalo de amostragem utilizamos os parametros
Bz = 150, B, = 300 e ¢ = 0,6 sem censuras.
Foram verificadas todas as diferentes combinacoes
de perturbagao para os pontos de indice 150, 305
e 331. Como mostrado na Tabela 4, todas as
observacoes perturbadas foram identificadas como
pontos influentes. A Figura 2 mostra um grafico
de influéncias para as divergéncias de todas as ob-
servagoes no caso h.
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4.2 Apendicectomia
australianos

em gémeos

Para a aplicagao do novo modelo proposto a um
contexto real, temos um conjunto de dados com
as idades em que gémeos australianos realiza-
ram a apendicectomia, a operagao de remocao do
apéndice. Os dados foram analisados inicialmente
por [13] e uma amostra do conjunto de dados em
questao foi apresentada por [20]. Essa amostra foi
utilizada para a aplicacdo do modelo A bivariado.
Temos um total de 174 observacoes, das quais 127
sao nao censuradas e 47 envolvem censuras a es-
querda de um ou ambos os tempos. Uma vez que
o modelo proposto admite apenas censuras a di-
reita as observacoes censuradas a esquerda foram
desconsideradas na andlise. Como mencionado na
secao 3.4, comparamos o ajuste do novo modelo
proposto a distribuigdes uniparamétricas ja conhe-
cidas. A Tabela 5 mostra o desempenho estimado
de cada modelo segundo as amostras MCMC das
suas respectivas distribuigoes a posteriori.

Vemos que o modelo A bivariado supera os demais
candidatos segundo todas as métricas de desempe-
nho propostas. Uma comparagao visual dos mode-
los pode ser feita observando-se as curvas de sobre-
vivéncia sobrepostas em conjunto com o estimador
nao paramétrico de Kaplan-Meier, na Figura 3.
Uma tendéncia dos modelos uniparamétricos usu-
ais ao lidar com tempos de vida em tempos dis-
tantes de zero é o decrescimento precoce da curva
de sobrevivéncia, o que evidentemente nao ocorre
ao considerarmos a distribui¢do A.

A Figura 4 mostra divergéncias estimadas para
cada dupla de gémeos do conjunto de dados. Ve-
mos que apenas uma observagao ({ndice 16) foi de-
tectada como um ponto potencialmente influente
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Tabela 3: Medidas de divergéncia para a observagao 305.
Modelo ‘ DKL DJ DX2 l)L1
original 0,0318 0,0643 0,069 0,1006

perturbado | 0,0029 0,0058 0,006 0,0305

Tabela 4: Medidas de divergéncia estimadas para os pontos perturbados escolhidos em diferentes
cendrios de perturbacao.

Modelo Casos perturbados Indice do caso Dk, Dy D, Dy,
150 0.0036 0.0071 0.0072 0.0339
a nenhum 305 0,0249 0,0501 0,0520 0,0893
331 0,0265 0,0533 0,0554 0,0920
150 7,6147 12,6734 389,8565 00,9426
b 150 305 0,0226 0,0455 0,0477 0,0848
331 0,0240 0,0484 0,0509 0,0875
150 0,0005 0,0010 0,0010 0,0125
c 305 305 21.1428 28,0934 1731,7250 0,9915
331 0,0030 0,0060 0,0061 0,0307
150 0,0002 0,0005 0,0005 0,0085
d 331 305 0,0022 0,0044 0,0044 0,0265
331 22,7214 30,2258 2226,7870 0,9935
150 6,2813 10,7481 273,5020 0,9146
e {150; 305} 305 17,9534 23,9332 605,2464 0,9887
331 0,0022 0,0044 0,0044 0,0264
150 4,1776 8,1690 268,5590 0,8620
f {150; 331} 305 0,0022 0,0045 0,0045 0,0268
331 21,1165 28,6304 2993,7000 0,9934
150 0,0003 0,0006 0,0006 0,0094
g {305; 331} 305 9,2180 14,8946 523,7004 0,9661
331 16,1159 24,2938 4509,5210 0,9926
150 3,2323 6,1541 70,3742 0,8050
h {150; 305; 331} 305 10,1450 17,3943 2816,3690 0,9790
331 13,4196 20,6473 2194,5410 0,9889

Tabela 5: Informagoes dos ajustes dos quatro modelos propostos segundo a abordagem Bayesiana.

Modelo Bivariado LPML EAIC EBIC DIC
A -916,4672  1834,3590 1842,8910 1831,1770
Exponencial -1042,5330 2090,4930 2099,0250 2086,4800
Lindley -979,2999  1963,6270 1972,1590 1959,7180
Rayleigh -944,3970  1892,1580 1900,6900 1888,4300
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Modelo

— Exponencial
Lindley
— Rayleigh
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40
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Figura 3: Curvas de Sobrevivéncia dos modelos
ajustados e estimador de Kaplan-Meier.

El 60

0 40
Tempo 2 (y)

segundo o critério de divergéncia x2. De fato, este
par corresponde a uma dupla de gémeos que fo-
ram submetidos a cirurgia ambos com 11 anos de
idade. Condizendo com o verificado na Secao 4.1,
este ponto representa os menores tempos observa-
dos em todo o conjunto de dados.
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Figura 4: Gréficos das divergéncias 1 para todas
as observacoes do modelo A bivariado ajustado.

Ao removermos a observagao de indice 16 do con-
junto de dados e ajustando o modelo novamente,
obtemos uma melhora geral no ajuste, como su-
gerido pela Tabela 6. A Figura 5 exibe as di-
vergéncias estimadas para as demais observagoes,
apos retirada a observagao de indice 16 do con-
junto de dados. De fato, as observagoes com maior
divergéncia todas correspondem a gémeos que fi-
zeram a cirurgia de apendicectomia quando muito
jovens. Entretanto, suas divergéncias nao sao o
suficiente para serem identificados como pontos
anormais, segundo o critério proposto neste traba-
lho. Vale destacar que do ponto de vista médico,
a simples remogao de uma observagao do conjunto
de dados exige uma justificativa aceitdvel, mas no
contexto puramente de modelagem, a retirada da
observacao de indice 16 levou a um desempenho
levemente superior.

Finalmente, a Tabela 7 apresenta as estimati-
vas pontuais a posteriori de cada um dos trés
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Figura 5: Graficos das divergéncias v para to-
das as observagoes do modelo A bivariado apds
a remocao da observagao 16.

10

21 40 60

40
Tempo 2 (y)

° Tem;§1 )
Figura 6: Curvas de Sobrevivéncia dos modelos
ajustados e estimador de Kaplan-Meier apds a
remocao da observagao 16.

parametros do modelo A bivariado. Concluimos,
a partir do valor positivo de ¢, que temos indicios
de que exista uma associagao fraca, porém posi-
tiva e significativa entre o tempo necessario de re-
alizacao da cirurgia de apendicectomia dos irmaos
gémeos analisados. Essa associagao pode indicar,
por exemplo, que dada a necessidade de cirurgia
de um individuo em uma determinada idade, o seu
irmao gémeo pode ter o mesmo problema em al-
gum tempo proximo futuro, o que nos permite a
manutencao de possiveis tratamentos do individuo
com antecedéncia.

A Figura 6 apresenta a curva de sobrevivéncia esti-
mada final para este conjunto de dados. Vale des-
tacar que o modelo A bivariado pode nao ser ca-
paz de capturar completamente o comportamento
dos tempos de vida, subestimando levemente os
anos da realizacao das cirurgias. Este problema
possivelmente esta associado ao fato do modelo
proposto apresentar apenas trés parametros, ou
seja, modelos com mais pardmetros neste con-
texto poderiam apresentar um desempenho mais
satisfatorio. De certa forma, ainda assim obti-
vemos um desempenho superior com relagao as

57



Silva & Suzuki,

38 (2024) 49-61

Tabela 6: Comparagao do modelo A

bivariado com e sem a observagao 16

Modelo Bivariado ‘ LPML EAIC EBIC DIC
Com a observagao 16 | -916,4672 1834,3590 1842,8910 1831,1770
Sem a observagao 16 | -907,8039 1817,1518 1825,6606 1813,9403

Tabela 7: Resumo a posteriori
Parametro ‘ Média  Desvio Padrao

Limite Inferior (2,5%)

dos parametros do modelo final.
Limite Superior (97,5%)

By 65,0641 1,5612 62,7909 68,8904
B, 64,7366 1,5766 61,5535 67,6774
¢ 0,6352 0,1823 0,2499 0,9505

distribui¢coes uniparamétricas usuais, o que pode
ser uma grande vantagem em contextos em que
o desempenho computacional deve ser priorizado,
como em grandes sistemas automatizados de mo-
nitoramento de tempos de confiabilidade, por
exemplo.

4.3 Niveis de chumbo em ratos de
laboratério

Na maioria das aplicagoes em dados reais, existirao
covaridveis de interesse associadas aos dados, as
quais podem influenciar diretamente o comporta-
mento das varidveis de interesse. Um exemplo é o
conjunto de dados utilizado por [8], que conta com
o estudo de tempos de reacao a um estimulo tatil
em ratos antes e apds a aplicacao de uma dose de
um medicamento especifico. Os ratos foram sepa-
rados em trés grupos segundo diferentes niveis de
chumbo presente em seus organismos. De forma a
considerar o grupo dos ratos, assim como o nivel
da dose administrada, consideramos a seguinte re-
parametrizagao dos parametros f; e 3y

Bz = exp {0z + Yoo W2 + Y3zw3},
By = exp{Y0y + Y11yw1 + Y12y W] + N13yw}
+ Yoyw2 + Y3,ws3}

Neste caso, w; representa a dose do medicamento
aplicado e wo e ws representam varidveis bindrias
indicadoras do grupo ao qual cada rato pertence,
sendo ambas iguais a zero para o primeiro grupo.
Neste caso, os tempos (X,Y) representam, res-
pectivamente, o tempo de reagao do rato antes e
apés a aplicacao do medicamento. Por esta razao o
parametro 3, nao depende da dose administrada.
Os mesmos parametros 3, e (3, foram considera-
dos para outros modelos bivariados com marginais
uniparamétricas. A Tabela 8 apresenta a com-
paracgao dos ajustes para este conjunto de dados.

O modelo A obteve o melhor ajuste segundo os
critérios de desempenho escolhidos.
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Figura 7: Curvas de sobrevivéncia para diferentes
doses e ajuste do modelo A bivariado para a re-
gressao nos ratos do grupo 1.
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Figura 8: Curvas de sobrevivéncia para diferentes
doses e ajuste do modelo A bivariado para a re-
gressao nos ratos do grupo 2.

A Tabela 9 apresenta o resumo a posteriori dos
parametros estimados. Veja que, com excecao do
parametro <3, nenhum outro intervalo de credi-
bilidade contém o zero, dando indicios de que os
valores obtidos sao estatisticamente significativos.
Veja, assim que vz, € 73y, sendo negativos, indica
uma leve reducao do tempo de vida para os ratos
do grupo 2 e 3, o que indica que o efeito do me-
dicamento diminui para maiores niveis de chumbo
nos ratos, assim como concluido por [8] em seu ar-
tigo original, j& que a droga tem efeito de retardar
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Tabela 8: Informagoes dos ajustes dos

quatro modelos de regressao propostos.

Modelo Bivariado ‘ LPML EAIC EBIC DIC

A -1071,487 2122957 2151,320 2118,850

Exponencial -1235,302  2488,554  2516,917 2477,988

Lindley -1158,362 2334,493 2362,856 2322,824

Rayleigh -1098,648 2212,758 2241,121 2202,432

Tabela 9: Resumo a posteriori dos parametros do modelo de regressao A bivariado.
Pardmetro | Média  Desvio Padrao Limite Inferior (2,5%) Limite Superior (97,5%)

Yoz 5,0972 0,4717 3,1052 5,2439
Yoz 0,2614 0,4724 0,0802 2,2919
V3 0,0737 0,4718 -0,1097 2,0726
Yoy 5,3194 0,0443 5,2273 5,4035
Vily 9,2395 1,2174 6,4174 10,7704
Y12y -17,7668 4,5445 -22,9529 -7,0870
Y13y 11,9604 3,8532 2,9643 16,3180
Yoy -0,2221 0,0403 -0,3009 -0,1413
Y3y -0,2345 0,0402 -0,3128 -0,1532
¢ 0,6494 0,1833 0,2502 0,9520

Sobrevivéncia

0.00

00

100 20
Tempo Apds a Dose

Figura 9: Curvas de sobrevivéncia para diferentes
doses e ajuste do modelo A bivariado para a re-
gressao nos ratos do grupo 3.

a resposta dos espécimes ao estimulo. Podemos
visualizar esse fato ao comparar as curvas de so-
brevivéncia entre as diferentes doses para os trés
grupos de ratos, dispostas nas Figuras 7, 8 e 9.

Veja que de fato a distancia entre as curvas é me-
nor entre os grupos 2 e 3, indicando que o me-
dicamento se tornou menos eficaz nesses grupos.
Outro ponto destacado pelo artigo original indica
uma nao surpresa com a concordancia positiva en-
tre o tempo antes e apds a aplicacao da dose do
medicamento, que de fato é verificada pelo valor
positivo da média a posteriori ¢ = 0,6494, indi-
cando que o tempo de reagao antes e depois da
aplicagao do medicamento tendem a serem concor-
dantes entre si, o que é esperado ja que cada du-
pla de tempos corresponde a um mesmo individuo.
Um ponto a ser destacado é que em certos casos a

curva de sobrevivéncia proposta pelo modelo se lo-
caliza relativamente distante da curva de Kaplan-
Meier dos dados (Dose 0,1 para o grupo 2 dos ra-
tos, por exemplo). Isso poderia ser resolvido au-
mentando o grau do polindbmio ajustado a dose,
entretanto, optou-se pela definicado de um modelo
mais simples de forma a evitar um possivel sobre-
ajuste aos dados, neste caso.

5 Conclusoes

Neste trabalho foi apresentado o desenvolvimento
de um novo modelo com o propdsito de modelar
tempos de vida bivariados. Foi feita uma breve
introdugao da recente distribuicao uniparamétrica
entitulada distribuicdo A, proposta por [1], e foi
apresentada a metodologia de identificacao de
pontos influentes baseada na divergéncia ¢ de [26].

Diferente da grande maioria dos modelos de sobre-
vivéncia usualmente empregados, foi possivel mos-
trar através de estudos de simulagao, que a distri-
buicao A demonstra grande robustez para tempos
de vida muito altos, o que pode indicar boas pro-
priedades para o uso desta distribuigao em estudos
de valores extremos ou em conjuntos de dados com
uma concentragao de outliers.

Uma aplicagao de relevancia médica foi apresen-
tada, chegando a conclusao de que de fato existe
uma associacao entre as idades em que gémeos ne-
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cessitam de realizar a cirurgia de apendicectomia.
A distribuicao A supera, neste caso, outras distri-
buicoes uniparamétricas usualmente empregadas,
mostrando uma flexibilidade no ponto critico em
que a curva de sobrevivéncia comeca a decrescer.
Também foi possivel a reprodugao dos resultados
obtidos por [8] no estudo dos efeitos de um me-
dicamento no tempo de reagao de ratos com di-
ferentes niveis de chumbo no corpo. A conclusao
de que a concentracao de chumbo no organismo
de ratos reduziu a eficicia do medicamento pro-
porciona a reflexdo da extensdo dos efeitos que o
chumbo pode causar na eficdcia de medicamentos
em seres humanos, principalmente no contexto de
medicamentos anestésicos.

Este trabalho apresenta o grande potencial da
modelagem de dados de sobrevivéncia utilizando
fungoes copulas como ferramentas de construgao
de modelos multivariados, como também atesta
pontos positivos para o uso da nova distribuigdo A
em contextos aplicados da area de sobrevivéncia.
De fato, temos indicios de que esta distribuigao
seja promissora ao tratarmos cendarios de ob-
servacoes extremas, dada a sua grande robustez
a observagoes outliers muito altas no conjunto de
dados, o que é um ponto em aberto para possiveis
trabalhos futuros.
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